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SIMGE LISTESI
0 Kismi tiirev operatori
o Derivasyon operatoru
[,] Lie parantezi
dim(G) G ninboyutu
detA4 A matrisinin determinanti
T Lineer tasvir
() I¢ garpim
AT A matrisinin transpozu

A* A matrisinin hermityen eslenigi
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GIRIS ve OZET

Klasik matris gruplar1 [1], lineer cebir ve
matematikte onemli bir yere sahip olan, cesitli
alanlarda uygulama bulan gruplardir. Klasik matrisler,
matematikte ve lineer cebirde kullanilan bir veri
yapisidir ve sayilarin (veya sembollerin) iki boyutlu bir
tablo veya 1zgara seklinde diizenlenmesi yani
dikdortgen bir sayilar tablosu veya daha genel bir
aciklamayla, toplanabilir veya c¢arpilabilir soyut
miktarlar tablosudur. Klasik matrisler daha ¢ok
dogrusal  denklemleri  tanimlamak,  dogrusal
dontisiimlerde (lineer transformasyon) c¢arpanlarin
takibi ve iki parametreye bagh verilerin kaydedilmesi
amaciyla  kullanilirlar.  Dizeylerin  toplanabilir,
cikartilabilir, carpilabilir, boliinebilir ve ayristirilabilir
olmalari, dogrusal cebir ve dizey kuraminin temel
kavrami olmalarini saglamistir. Klasik matrisler, lineer
denklem sistemlerini ¢6zmek icin  kullanilir.
Grafiklerde ve gorintii islemede doniisiimler,
Olcekleme ve rotasyon islemleri matrislerle temsil
edilir ve gerceklestirilir. Fizikte ve miihendislikte,
ozellikle statik ve dinamik sistemlerin
modellenmesinde ve ¢éziimiinde matrisler kullanilir.
Blyiik veri kiimelerinin analizi ve makine 6grenimi
algoritmalarinda matrisler sik¢a kullanilir. Bilhassa,
ozelliklerin ve orneklerin temsilinde klasik matrisler
cok faydahdir. Gruplarin yeni bir genellemesi olan
klasik matris gruplar;, ¢ok zengin matematiksel
yapilara sahiptir ve gruplarin yeterli olmadigi
durumlarda pek ¢ok o6nemli rolleri vardir. Teoriyi
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cevreleyen heyecan, hem teorik hem de uygulamali
matematik ve modern teorik fizik {izerindeki
etkilerinden kaynaklanmaktadir.

Bazi klasik matris gruplari sunlardir:

Genel Lineer Grup (GL): Sifir olmayan sonlu
boyutlu bir vektor uzayinin tiim lineer doniistimlerini
icerir.

Ozel Lineer Grup (SL): Belirleyicisi determinanti 1
olan matrislerin alt grubudur ve matrislerin ¢carpma
islemine gore degismeli olmayan bir gruptur.

Ortogonal Grup (0): Ikinci dereceden dejenere
olmayan bir vektér wuzaymmin tiim ortogonal
doéniisiimlerini temsil eder. ikinci dereceden dejenere
olmayan bir formda vektér uzaymm1 koruyan
doniisiimlerin grubudur.

Simplektik Grup (Sp): Dejenere olmayan alternatif
iki-dogrusal bir bicime sahip vektdr uzayinin tiim
doniisiimlerini icerir. Alternatif iki-dogrusal formda
vektor uzayini koruyan dontistimlerin grubudur.

Uniter Grup (U): Hermitiyen veya antihermitiyen
bir forma sahip vektor uzayinin tiim doniistimlerini
temsil eder. Hermitiyen formda vektér uzayini
koruyan doniisiimlerin grubudur.

Ayrica, kuaterniyonik matris gruplari, Lie gruplari
da klasik matris gruplarn arasinda yer alir ve fizik,
kuantum mekanigi gibi alanlarda 6nemli uygulamalara
sahiptir.
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Matematikte klasik matris gruplari, dogrusal
cebirde 6nemli bir yer tutan ve cesitli alanlarda
uygulamalar1 bulunan gruplardir[2-16].

Bu kitabin amaci, matematikte lisans ve lisanstisti
dersi olarak klasik matris gruplarina dair sorularin
coziimleri hakkinda bilgi sunmaktir. Ogrenciler bu
dersi aldiklarinda, klasik matris gruplarini alistirmalar
ve bunlarin ¢6zlimleri yardimiyla 6grenmeleri
hedeflenmektedir. Ayrica 6grenciler, lineer cebirsel
metodlart uygulamayi, matris gruplariyla ilgili temel
ozellikleri 68renmeyi, bir matrisin listel ve logaritmik
fonksiyonlarini hesaplamay, klasik matris gruplari ve
bu gruplarin teget uzaylari hakkinda bilgi sahibi olmay1
hedeflemektedirler. Ogrencilerin ¢ahisirken érnekleri
dikkatlice incelemesi, benzer érnekler olusturmasi ve
metin icinde yer alan sorular1 ¢6zmesi, konular1 daha
iyi kavrayip pekistirmelerine yardimci olacaktir.
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BOLUM 2

TEMEL KAVRAMLAR

Bu boliimde, alistirmalar kisminda kullanilacak

olan bazi 6nemli tanimlara yer verilmistir[9].

Grup: K bos olmayan bir kiime olmak tizere KxK

dan K ya taniml bir
* KxK = K
(a,b)—>a*b
fonksiyonu K iizerinde bir ikili islem olsun.

G bos olmayan bir kiime ve G tizerinde bir *
ikili islemi icin eger asagidaki 4 6zellik saglanirsa
(G,*) siral ikilisine bir grup denir:

i) * islemi kapalilik 6zelligini saglar, yani
Va,beGicin a*beG ise

ii) * islemi birlesme 6zelligini saglar, yani
Va,b,c e Gigin
(a*b)*c=a*(b*c)eG ise
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iii) VaeGigin a*e=e*a=a olacak
sekilde bir e € Gvarsa ( e 'ye grubun

birim elemani denir)

iv) VYaeGicin a*a'=a’*a=e olacak
sekilde bir

a’' € Gvarsa (@' ne anin ters eleman denir).
Eger (G,*) grubunda Va,beGicin a*b=b*aeG

bu gruba degismeli (abel) grup denir.

Lineer Doniisiimler: U ve V, K cismi lizerinde
tanimlanmus iki vektor uzayi olsun. Eger, L:U — V
doniisiimii asagidaki kosullar saglar ise bu doniisiime

bir lineer dontisiim denir:
i) Yu,,u, eU igin

L(u,+u,)=L(u)+L(u,)
ii) YueU ve aeKigin L(au)=aL(u)

V vektor uzayindan K cismi i¢ine olan bir lineer
doniistime lineer form denir.

ic Carpim Uzayn: W, bir K cismi iizerinde

tanimlanmis bir vektor uzayi olsun.
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() T WXW — K

Dontisiimii asagidaki kosullar1 saglarsa bu
dontisime W lizerinde bir i¢ ¢arpim denir ve
lizerinde i¢ carpim tanimlanmis bir vektoér uzayina

i¢ carpim uzay1 denilir:
i) vweW igin (w,w) >0

ii) vweW igin  (w,w)=0 olmas1 igin

gerek ve yeter sart w=0 olmalidir.

i) Yw,w, eW icin (W, W, )= (W, w).
iv) vw,w, eW vea e Kigin
(aw;, W, ) =a(w,w,).

V) YW, W,, W, eW igin

(W, W, + Wy ) = (W, Wy )+ (W, W ).

Hermityen I¢ carpim: W, bir C kompleks
sayllar cismi lzerinde tanimlanmis bir vektor

uzay1 olsun.

() WKW —C
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Donlisimi asagidaki kosullar1 saglarsa bu
donlsime W iizerinde bir Hermityen i¢ ¢carpim
denir ve TUzerinde Hermityen i¢ c¢arpim
tanimlanmis bir vektéor uzaymma Hermityen ig

carpim uzayi denilir:
i) vweW igin (w,w) >0

ii) vweW igin (w,w)=0 olmasu igin gerek ve

yeter sart w=0 olmalidir.

i) vw,w, eW igin (w,w,)=(w,,w,).
iv) vw,w, eW ve aeCigin
(aw;,w, ) =a(w,w,).

V) vw,w, eW ve aeCicin

(w;,aw, ) =a(w,w,).
vi) YW, W,, W, €W igin
(W, W+ W ) = (W, W, )+ (W, Wy ).
Ortonormal Kiime: W, bir i¢ carpim uzay1 ve
W, W, eW olsun. Eger (w,w,)=0 ise w, ve W,

birbirlerine diktir denir. Biitiin vektorleri ikiser
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ikiser birbirine dik olan dik kiime, her vektori
birim uzunluguna sahip olan yani normu 1 olan bir

kmeye de ortonormal kiime denir.

Merkez: Her G grubu i¢in
C(G)={geG: VheG icin goh=hog}

kiimesi G nin bir altgrubudur. Buna G nin
merkezi denir.

Homomorfizm: Her X,yeG icin
o(xy)=¢(x)@(y) (koruma ozelligi) dir ve sadece
bu sart1 saglayorsa ¢ ye G ve G’ arasinda bir
(grup) homomorfizm denir.

Taban: Eger S, V yi geren lineer bagimsiz bir
kiime ise o halde Sye V icin bir taban denilir.

Boyut: S, bir V vektor uzayinin bir alt kiimesi
olsun. S deki herhangi bir {V,,V,,...,V,} vektorler
kiimesinin oV, +a,V, +...+ .V, seklindekibiitiin
sonlu lineer kombinasyonlarin olusturdugu
kiimeye Snin gerdigi uzay denir ve Sp(S) ile

gosterilir. Eger {V,,V,,...,V,}, V i¢in bir taban ise
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V deki sifir olmayan her eleman

V=aV,+a,V,+..+a,V, olacak sekilde tek tiirli
yazilir. Eger n sonlu bir say1 ise V ye sonlu

boyutlu vektér uzayr denir dim(V)=n ile

gosterilir aksi halde V sonsuz boyutludur.

Lie parantezi: Z, bir K cismi lizerinde bir

vektor uzayi olmak iizere;

[] Lie parantezi ve
[x,y]=xy—yx
Lie ¢carpimi denilir.

Lie cebiri: [,]:LxL—L bi-lineer tasviri

asagidaki ozellikleri saglarsa; L ye bir Lie cebiri

denir;

Her X,y,ze€ Lve a,beK icin;
(i) [ax+by,z]=a[x,z]+b[y,z]
ve

[x,ay+bz]=a[x,y]+b[x,z]  (bi-lineerlik)
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(i) [x, y] =—[ . x| (anti-simetri)

Gin[x[y.2]]+[v.[2 ] +[2[x.y]]=0
(jacobi 6zdesligi).
Simetrik Matris: Eger bir A= (aij) matrisi i¢in

A" = A ise A matrisine simetrik matris denir.

Eger A" =—A ise A matrisine antisimetrik matris

denir.
Hermityen Matris: Bir A*:(a*ij) ; Anin
biitiin elemanlarinin kompleks eslenigi alinarak

elde edilmigtir ve (A*)T = A oluyorsa A matrisine

hermityen matris denir. Eger (A”‘)T =-A ise A

matrisine antihermityen matris denir.

Ozel Lineer Grup: Determinanti 1 olan

matrisler kiimesi bir grup olusturur ve bu gruba

ozel lineer grup denir ve SL(n,x) ile gosterilir.

SL(n,x)={AeM, (x):det A=1}  GL(n,x).
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Ortogonal Grup: A" matrisi A matrisinin

transpozu olmak tlzere, Az(aij) icin (AT ) =a;
ij

oldugundan, n>1 icin, nxn tipindeki A reel

matrisi, A' A= _kosulunu saghyorsa A matrisine

ortogonal matris denilir. nxn tipindeki ortogonal

gruplarin kiimesi;
O(n)={AeGL,(R): A'A=1 <= M,(R).

Ozel Ortogonal Grup: Determinanti 1 olan

ortogonal gruplarin kiimesi bir grup olusturur ve

bu gruba 6zel ortogonal grup denir ve SO(n) ile

gosterilir.
SO(n)={AeGL,(R): A'A=1, ve detA=1|

seklindedir. Boylece, SO(n) grubu O(n) nin alt

uzay1 oldugu gorulir.

Uniter Grup: Az(aij)eMn(C) icin, A
matrisinin hermityen eslenigi A* olarak ifade

edilir. A*:(A)T :(AT) dir yani (A*) =3

ij
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seklindedir. Burada A, Anmn kompleks

eslenigidir.
Uniter grup U (n) ile gosterilir ve

U(n)={AeGL,(C): AA=1, }<GL,(C)

seklinde ifade edilir.

Ozel Uniter Grup: Determinant1 1 olan iiniter
gruplarin kiimesi bir grup olusturur ve bu gruba

ozel tiniter grup denir ve SU (n) ile gosterilir.

SU (n)={AeGL,(C): A'/A=1, ve detA=1 | cU (n)
seklinde ifade edilir.

Boyut: G M, (1() matris grubunun boyutu,

ona 0zdeslikte teget olan vektoérlerin olusturdugu

vektor uzayinin boyutu olarak tanimlanir yani
dim(G)=dim(L) dir. Bir matris grubunun
boyutunu bulmak icin 6nce bu grubun teget

uzayini (taban eleman sayisi bize boyutu verir)

bulmaliy1z.
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BOLUM 3

Bu boéliimde, [9]'da verilen bazi alistirmalarin

¢Ozlimleri verilmistir.

ALISTIRMALAR ve COZGMLERi

Soru 1)
2)0(n) = {A € GL(n,R): A*A = I} kiimesinin
bir grup oldugunu gosteriniz.
b)Eger A € 0(n) ise detA = t1 oldugunu gésteriniz.

(6zim a)

GL(n,R) bir grup oldugundan O(n)’ in bir alt
grup oldugunu gosterelim:
I € GL(n,R) birim matris oldugundan I*=I dir.0
halde I‘I =1.1 =1 dir.Dolayisiyla I € O(n) olup
0(n) + Q.
A,B € 0(n) icin A,B"1€0(n) ABE€EGL(nR)
oldugundan GL(n, R) grup olmasindan dolay1 B! €
GL(n,R) dir.

Simdi B~! € 0(n) oldugunu gosterelim:
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I**I = (BB~1)!BB~! = (B~1)'B'BB ' = I

B € 0(n) oldugundan BB = I denkleminde yerine
yazilirsa (B™1)!B~1 = elde edilir. O halde B™! €
O(n) dir.

(A,B~1)'A,B~1 = (B-1)'A'AB~! = |

Dolayisiyla 4, B~ € 0(n) bulunur.

0 halde 0(n), GL(n,R) in alt grubudur ve alt grup

tanimi geregi gruptur.
Coziim b)
A,B € 0(n) ise;
)] Eger A BeO(n)ise,
(AB)'(AB) = (B'A")(AB)
=(B'(A'A)B
=B'B
=1
olup, A, B € O(n) dir.

(i)  Eger AeO(n) ise, asikar olarak

A'A=T= AA'A=A
= AA' =1



Matematikte Klasik Matris Gruplar ve Coziim Y6ntemleri | 15

dir. Simdi,

(A—l)t(A—l) — (At)—l A—l

oldugundan, A" € O(n) dir.

A'A =1= (detA'A) =1 detAtdetA =1
(detd)? =1 = detA = +1
elde edilir.

X

y
matrisinin ortogonal
0 1] 8

Soru2) A= [

olmasi icin 4 nin matris elemanlar1 lizerine hangi

sart(lar) ytuklenmelidir?
(ozim:
det(A'A) = det(A)
ve eger AeO(n) ise
det(A'A) =1=> (det A)* =1.

Yani det A =+1 olur. O halde,
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Xy
= ( 0 1) matrisinin ortogonal olmasi i¢gin

A'A = | olmaldir.
AA x0\(xy
y1l){l01
(X xy _(1 Oj
yx y2+1 01

O halde
X! =1=>x=+1
xy=0
ve
y?+1=1=y=0
olmalidir.

Soru 3) Eger a, bve c kareleri toplami 1 olan ti¢
a+ib ic

saylise,Bz( . .
ic a-ib

] matrisinin bir Gniter

matris oldugunu gosteriniz.

(6zim:

a+ib ic .
B = ; } matrisinin b1r uniter matris
ic a-—ib

olmasiigin B'B=1 olup buradan a,b,c
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a? + b? + ¢? = 1 olan iig say1 ise

. a—ib —ic \(fa+ib ic
BB=| . ) . .
—ic  a+ib ic a—ib

a’+b%+c? 0 10
: =
0 a’+b%+c? 01

a?+b*+c*=1
ise B'B=1 sartisaglanmis olup B matrisi bir
uniter matristir.

Soru 4)

a b
G= {[0 c] . a,b,c reel sayilar ve ac # 0}

kiimesinin bir grup olusturup-olusturmadigini

arastiriniz.

(ozim:

b
G= {(g c): a,b, c reel sayilar ve ac # O}

kiimesinin bir grup oldugunu gosterelim:

Vva,b,c,x,y,zeRve ac #0, Xz # Oigin,

1) Kapallik 6zelligi:
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A= ab ve B = Xy e G olsun. O halde
0c 0z

(ax ay + bz)
AB =
0 cz

olur ve

(ax.cz)=ac.xz =0
oldugundan o halde AB G dir.

Yani kapalilik 6zelligi saglanir.

2) Birlesme 6zelligi saglandig1 (matrisler carpma
islemi altinda birlesme 6zelligini sagladig:

icin) asikardir.

3) Birim eleman 6zelligi:

10
I= (O J eG birim elemanidir.

4) Ters eleman ozelligi:

Eger B, A nin tersi ise

AB =BA=1 olmalidir.
(ac#0icina=0,c=0)

[ao gj(xo ZHlo fj
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ax ay + bz 1 0
= =

0 cz 01
—ax=1

ay+bz=0
cz=1

denklemlerinden

, [at-a’bc™t
B=A"= 0 ot

B=A'eG
ters elemant elde edilir.

Soru 5)

X 0
H ={(0 J: x'in tersi meveut ve 6? =0} kiimesi
¢arpma islemi altinda

a) bir grup olusturur mu?

b) eger dyleyse bu grup degismeli midir? (Grek
harflerin kendi arasinda anti-komutatif ve latin

harflerle komutatif oldugunu kabul edin.)

(6ziim a) Evet, bir grup olusturur ve

X 0 : : 2
H= 0 1 : X'In tersi mevecut ve 6 =0
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kiimesinin bir grup oldugunu gosterelim:

(grek harflerin kendi arasinda anti-komutatif ve latin

harflerle komutatif oldugunu kabul ederek.)

1) Kapalilik 6zelligi:

y x 0 yo .
Eger A= ve B = € H i¢in
01 01

AB = Xy Xeo+86
0 1

olur ve simdi
(xp +0)" = X2 + 2x0 + 6% =0
oldugundan AB € H dir.

Yani kapalilik 6zelligi saglanir.
2) Birlesme 6zelligi saglandig asikardir.

3) Birim eleman 6zelligi:

10
I= (0 J eH birim elemanidir.

4) Ters eleman ozelligi:
Eger B, A nin tersi ise
Xy=1=y=x"
Xp+0=0=¢p=—0x"
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-1 py-l
At=|* ox ve (-6x1)* =0
0 1

oldugundan B = A™ € H elde edilir.

(6ziim b)

< x 60 yo -
Eger A= ve B = € H i¢in
01 01

AB = Xy Xp+6 L BA— yX YyO+¢
0 1 0 1

oldugundan bu grup degismeli degildir.

Soru 6)
SU(2)={M eU(2):M'+M =0, trM =0} ozel
tiniter grubun boyutunu bulunuz.

(ozim:
SU(2)= {MeU(2):M'+M =0,trM =0}  6zel
tiniter grubun boyutunun 3 oldugunu gosterelim:
u(2) ={M e M,(¢):M* + M = 0}
u@)={meu@):M*+M=0,trM = 0}

dim su(2) = dimSU(2) dir. O halde,

M=z o m =0 3
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alalim. Buradan

+ _(a+a c+b
M™+M = (E +c¢ d+ d)
" \by + ¢, +i(c; —by) 2d,
yazabiliriz.

Mt +M=0 ve trM =0 oldugundan
20, =0 2d,=0
a, =0 d=—-a
a+d=0 d=-a
by +c;+i(c; —by)=0

b1+C1=0C2_b2=0
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Taban {(:)0_ J(:loj(lo(;j} =dim(SU(2)) =3,

dim su(2) =3 =dimSU(2)
oldugu gorilir.

Soru7)T:M_ (C)—> M, (C) tasvirinin
F(A) =A+A,

(At . A'nin transpozesini gésterir) lineer  olup
olmadigini bulunuz?
(ozim:
A,ueC, ABeM,(C) icin
L(AA+ uB) = (AA+ uB) + (1A+ uB)'
= A(A+A)+ u(B+B')
= AL(A) + uL(B)
olup L lineerdir.
Soru 8) G-= {(a,b) eR’: a= 0} kiimesi
uizerindeki bir ikili islem

(a,b).(c,d)=(ac, ad +b)

ile veriliyor.
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a) (G, ) yapisi bir grup olusturur mu?
b) Eger Oyleyse (G,.) degismeli midir?

(C0ziim a)
G = {(a,b)eR?:a # 0} kiimesi {lizerindeki bir ikili
islem icin;
i) Kapalilik 6zelligi:
(a,b).(c,d) = (ac,ad + b) a,c + 0kapalidir.

ii) Birlesme  ozelligi  (a,b).[(c,d).(e, f)] =
(a,b).[(ce,cf +d)]

= (ace,acf + ad + b)

= (ac,ad + b).(e, f)
= [a,b).(c,d)]. (e, f)
olup birlesmelidir.
iif) Birim eleman 6zelligi:
(a,b).(c,d) = (a,b) = (ac,ad + b) = (a,b)

c=1lad=0=>a#0,d=0 birimi (1,0)eG elde

edilir.
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iv) Ters eleman 6zelligi:
(a,b).(c,d) = (1,0) = (ac,ad + b) = (1,0)
ac=1>=a=c1 ad+b=0
(a,b) = (c7t,—c71ad)
(6ziim b)
c7ld=—-b=b=—-c"1d degismeli mi?
(a,b).(c,d) = (ac,ad + b) = (c,d)(a,b)
= (ca,cb + d)
ac #0,ca#0
ad+b+chb+d
olup degismeli degildir.
Soru 9)
A= (a ~ib IC_ j matrisinin bir Uniter matris
ic a+ib
olmasi i¢in a,bve ¢ izerine hangi sart(lar)

ylklenmelidir. Eger a b ve ¢ kareleri toplami 1 olan tg¢

. a+ib ic o
sayl ise, B= . . matrisinin bir {initer
ic a-ib

matris oldugunu gosteriniz.
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(oziim:
a+ib ic o .
A= . . matrisinin bir Uniter matris
ic a—ib
olmasi i¢in A'A=| olup buradan a,b,c € C iizerine

hangi sart(lar) yliklendigini bulalim:

. a—-ib ic \(a+ib —ic
AA=| . ) . )
ic a+ib —ic a-ib

~ a?+b?+c? 0
0 a?+b?+c?
(10
o1
ve buradan a? + b? + ¢? = 1 olmaldir.

a+ib —ic

. . matrisinin bir
—ic a—ib

Soru 10) A= [

liniter matris olmasi i¢cin a,b ve ¢ tizerine hangi

sart(lar) ytiklenmelidir.

(6ziim:
a+ib —ic o .
A= . . matrisinin bir Uniter matris
—ic a-ib

olmasi igin A'A=| olup buradan a,b,c € C iizerine

hangi sart(lar) yiiklendigini bulalim:
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. a—-ib ic \(fa+ib -—ic
AA=| . . . .
ic a+ib —ic a-ib

a?+b?+c? 0
0 a?+b?+c?
(10
o1
ve buradan a? + b? + ¢? = 1 olmahdir.

Soru 11) a) Eger R kiimesi lizerinde

d d . . . :
D1=a ve D, =x_- lse tiirevlenebilen bir f

fonksiyonu i¢in D; ve D, ‘nin Lie parantezini bulun.

(6ziim a)

Tiirevlenebilen bir f fonksiyonu icin D; ve D, nin Lie

parantezi

[D1; Dz](f) = D1D2(f) — D, D1 (f)

= (vi) ~ (v ()

df d?f d>f
= dx X (dx)? x (dx)?
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= %(f) (burada D, =—veD, =
x;—x olup)
= D1(f)
b) Eger R lizerinde
3d

D, = xg—x ve D2 = X gx lise, tirevlenebilen bir f
fonksiyonu icin D, ve D, nin Lie parantezini bulunuz.
(6ziim b)

Tiirevlenebilen bir f fonksiyonu i¢in D; ve D, nin Lie

parantezi

[D1' Dz](f) = D1D2(f) - D2D1(f)
=xg (P5) - @R (3D

— 2 df 3 d*f °f
- x(3x + (dx)z) ( (dx)z)

3df 4 4% _ 34f _ 4 df
= 3x + (dx)2 —x dx x (dx)?

d d
(burada Dy=x— ve D= x3a olup)

= ZDz(f)

elde edilir.
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Soru 12) Eger T, bir ortogonal tasvir ise, her
XeR" icin

<T(X),T(X)> = <XX>
oldugunu gosteriniz.

Cozim:

X,yeR"ve T €O, ise

=0 alirsak T bir lineer tasvir oldugundan

<TX),T(X)> = <X, X>

<l

elde edilir.

Soru 13) U (1, 1) pseudo-iiniter grubunun genel
bir elemanini belirleyiniz.

(6zim:

U(L1) pseudo-iiniter grubunun genel bir

elemanini belirleyelim:
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10
U(1,1)={Ae M,(C) A*I A '{0_1]}

cd
A'l,,A=1,, den A'l , =1,A" olup

“c¢\(10 10 4(d -b
ac =| " |(detA)” dan
b"d” J\0-1 01 —-C a
I

detA ' det A

ab
a*=(detA).( . J olur
b a

A= [a bj eU (1,1) olsun

*

|det A| =1oldugundan U(L1) in genel bir elemam

ab .
A= [b* *j =aa —bb*=1 seklindedir.
a

Soru 14) SU (2) ozel tiniter grubunun merkezini

bulunuz.

(ozim:
SU (2) ozel iiniter grubu:

SU(2)={AeuU(2): A"A=1 ve det=1{ seklinde

a b
tanimlanir. Eger A= { dj secgersek bu matrisin
C
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c
a] olur. O halde,

Tl Q|

eslenik transpozu ise A" = (

A"A=1 ise

bb+dd =1
ab+cd =0

ab+cd =0=ab+ch
veburadan c=-b", d =a bulunur.

detA=1=ad -bc=1
—aa +bb =1

= [af +|p[ =1
elde ederizz SU(2) nun genel elemam
a b
A= b o ve det A=1 olup merkezin elemam
- a
(C(SU(2))) nin de elemani olmaldir:

a b c d_c d a b
b a )l-d” ¢) |=d” ¢Jl-b a

ve
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|a|2 +|b|2 =1 ve |C|2 + |d |2 =1 elde edilir.

ac—bd =ca—db”

bd" =db"

bb* = |b|* =1
b=1icin d=d”
b=+-1licin —d=d"

olup d =0 bulunur.
-bc=-cb =c=c'eR
e[ +[d[ =1=d =0,

|e|2:1 veceR=c=+l1.

SU (2) ozel tniter grubunun merkezi C(SU(2)) ile

gosterilmek lizere

c<su<2))={[_3* SH; (1)}[_01 —OJ}

seklinde elde edilir.

Soru 15) O(3) ortogonal grubunun teget uzayini
( ve dolayisiyla boyutunu ) tespit ediniz.
(6ziim:

0(3)={Ae GL(3,R); At —A =1}
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O(n)’ ye gore teget olan uzay biitlin antisimetrik

matrislerin uzay1 yani;

0(3) = {Me(R); M + Mt = 0

a b c a d g
A:(d e f), At=<b e h) olsun.
g h j c f ]

2a b+d c+g (0 0 0)

A+At=(d+b 2e f+h 0 0O
g+tc f+h 2j 0 0 O

a=0 b=-d

{e—O c=-—g

j=0 f=-h

0 1 0 0 0 1
A=b|-1 0 0)+C(0 0 0
0 0 O -1 0 0

0 0 O
+f10 0 1|
0 -1 0
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0 0 O
Y=({0 0 1)olsun.
0 -1 0

O halde, {{H, X, Y} kiimesi (0(3) uzay1 gerer ve lineer
bagimsizdir. Dolayisiyla boyutu dim 0(3) = 3 olur.

Soru16) L:Mp(C)—>Mp(C),
L(A) =A- At tasvirinin lineer olup olmadigini
aragtiriniz.
(0zim:

AueC, ABeM, (C) icin

L(AA+ uB) = (1A+ uB)—(AA+ uB)'
=A(A-A)+u(B-B')
=AL(A) + uL(B)

olup L lineerdir.

Soru 17) f:Mp(C)—>Mp(C), f(A)=Al
tasvirinin  anti-homomorfizm olup  olmadigin

arastiriniz.
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(6ziim:
A,Be M, (C) olsun.
f(AB)= f(B).f(A)ise f anti-homomorfizmadir.
f(AB) = (AB)" = B*A* = f(B)f(A)
olup bu tasvir anti-homomorfizmdir.

Xy
Soru 18) A= 0 . matrisinin ortogonal

olmasi i¢in, matris elemanlari lizerine hangi sart(lar)

yuklenmelidir?

(ozim:

X
A:(O ] matrisinin ortogonal olmasi i¢in
YA

A'A = | olmaldir.

el 2o !
y z){0 z
(X xy _(1 0]
yx y*+z°) \01
Ohalde X’ =1= x=#1

xy=0vey’+2°=1=y=0
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7" =1ise z==41

elde edilir.
Soru 19) Eger ab ve ¢ Kkosinlis kuralini
a—ib ic

gercekliyorsa, B=| . . matrisinin bir
[ ic a+|bj

iiniter matris oldugunu gosteriniz.
(ozim:

Kosiniis Kurali, "bir iggenin bir kenarinin karesi, diger
iki kenarin karelerinin toplamina esittir, bu iki kenarin
carpiminin iki kati ve aralarindaki a¢inin kosiniisi
cikarihir" seklinde tamimlanir. Eger a,b ve ¢ kosiniis

kuralini gercekliyorsa,

a’=b*+c*-2bccosa

esitligi saglanir. Bunu kullanarak B matrisi Uniterdir

Gergekten;
B= (a i_cib a:-iib)'
B*B = (a -il_cib a_—icib) ' (a i_cib a_-l-icib)
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:( a? + b? + c? —aic+bc—ica+b)
ica + bc + ica + bc c? 4+ a? + b?
/10
_(0 1)'

Soru 20)

a b
G= 0 1:a,breelsayllarveasto

kiimesinin bir grup olusturup- olusturmadigini

arastiriniz.

(ozim:

G ={[g ?J a,b reel sayilar ve a # 0}

kiimesinin bir grup oldugunu gésterelim:
Vva,b,x,yeRve a#0, x=#0 igin,

1) Kapallik 6zelligi:

b
A= a ve B= Xy € G olsun. O halde
01 01

olur ve
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ax # 0 oldugundan AB G dir.
Yani kapalilik 6zelligi saglanir.

2) Birlesme 6zelligi saglandig1 (matrisler carpma
islemi altinda birlesme 6zelligini sagladig

icin) asikardir.

3) Birim eleman 6zelligi:

10
I= (O 1] eG birim elemanidir.

4) Ters eleman 0zelligi:

Eger B, A nin tersi ise

AB =BA=1 olmahdir.
(ax=0icina=0,x = 0)

I
(T

—ax=1ve ay+b=0

denklemlerinden

B At at-a'b
0 1

B=A"eG
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ters elemant elde edilir.

Soru 21)
0
G:{A:[O (fj 6> =0=¢?, 6’.(/)+¢).6’=0}

bir grup olup-olmadigini arastiriniz.

Cozim:

_ (01 ©1 _ (92 o2
A—(O 1) ve B—(O 1)olsun.
0f =0=gf 07 =0 =3

01901 = —16; ise 0,0, = —@,0,

a) Kapalilik 6zelligi:

A.B=(901 "11),(902 ‘Plz)=(9109z 91<ozl+gol)

=(016;)* =0
)
(619, + <P1)2 _ 0

0763 + 67 + 6, (p,01) # 0

Kapali degildir ve grup olusturmaz.
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Soru 22) A, kompleks sayilar kiimesi iizerinde bir

cebirve 0 : A— A, bir lineer tasvir olsun. Eger
her X,y e Aigin 5(X.y) =0(X).y + X.0(y) ise,
0 ya bir derivasyon denir. Buna gore:

a) Iki derivasyonun bileskesi bir derivasyon

mudur?

b) iki derivasyonun Lie parantezini bulunuz.
(6zim a)

O(X,y)=0(x).y +x.6(y)
B(X,y) = B(X).y + XB(Y)
BS(x,Y)) = B(6(x).y +x.6(y)) olsun.

dveflineer olduklari i¢in
L(O(X,Y)) = L(5(X).y)+ B(x.6(y)) yazilabilir.

B(6(x,y)) = B(6(x)).y +5(x).5(Y)
+B(x).8y) +x.5(5(Y))

f(x)=xve f(y)=y alnirsa

BAE(X,y)) = B(X).y +x.B(y) + S(X).y + X.5(Y)
B6(x,y)) =2(B(x).y + x.5(y)) olur.

Iki derivasyon bileskesi bir derivasyondur.

(6ziim b)

Lie parantezi igin:
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[6,6](xy) = (66— 5)(xy)

=(68") (XY +X(528)(y)— (5" 8)(X)y —x(5 "= 5)(y)
=(000'-6"0)(X)Yy+X(d28")(X)y
=[6,8T(x)y+x[5,5"](y)

elde edilir.

Soru23) R? iizerinde asikar olmayan iki Lie cebiri

bulunuz.
Cozim:
R? nin tabam {X, y} olsun, bu taktirde Lie cebiri i¢in

[x,x]=0=[y,y]=0,[x,y]=—[Y.X] olmahdur.

[X, y]:ax+by diyelim. Bu taktirde, 06rnegin

[x [ y]] =[x x +by)
=a[x x]+b[x,Y]
=a.0+b(ax+by)

olup

iy Doy x ] -0

seklinde jakobi 6zdesligine gore

b(ax +by) —b(ax+hby) =0.
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0 halde a ve b iizerine yliklenecek sart yoktur

ve eger a =0 =Db alirsak, trivial lie cebirini elde ederiz

ve drnegin

a=1b=0;a=0,b=1
igin [x,x]=0=[y,y], [xy]=x

ve [x,x]=0=[y.y], [xY]=Y
birer asikar olmayan Lie cebiridir.

Soru 24) SO(3) grubunun teget uzaymi (ve

dolayisiyla boyutunu) belirleyiniz.
(ozim:

SO(3) ={AeM,(R): AL A=1, det A=1

0zel ortogonal grubunun teget uzayi:
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SO(3)={M e M4(R):M"+M =0, trM =0}.
A, 1<1<9 igin,

A Ay A A
M= 4 4 4 | M'=| 4, 4 4

A Ay A A s s

2 Iyt hy At

M+M'=| L+, 24  A+4

At Atldy 24
ve trM =0 oldugundan dolay1
A+t =0 Ay =—(4+4%)
0=M +M"
=>4=0 4 =-4,, A4 =0,
A=A, A4=0, A=-4

O halde
0 4, A4
M=l-4, 0 A
_/13 _/16
010 0 01 0 00
=14,1-100|+4/0 00|+4|0 01
000 -100 0-10

=, X+ X, + A5 X

(@)

diyelim.
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S0(3) iin tabani {X;, X5, X3}

00 O 0 0 O
XuX]=[(0 0 —-1]-(0 0 o0]=-x;
00 O 0 -1 0

ve benzer islemlerle;
[X3,X1] = X
[X2, X3] = =X,
[X1, [X2, X3]] = [X1,X1] = 0
[X2, [X3, X1]] = [X2,X2] =0
[X3, [X1, X2]] = [X3,X3] = 0
{Xl, X,, Xg}bu uzay1 germekte ve lineer bagimsiz olup,

dolayisiyla bunlar SO(3) grubunun uzayinin bir tabanmidir
ve boyutu dim SO(3)=23 olarak bulunur.

-1
Soru25)T = X XY | matrisinin bir
0 x*

ortogonal matris olmasi icin Xve Y tizerine hangi

sart(lar) ytuklenmelidir?

(6ziim:

-1
T :(X X Blj matrisinin ortogonal olmasi icin
0 x

T'T = I olmahdur.
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x 0 )(x xty
it
X7y X 0 x
(¥ oy (10

y x'x*(y’+1)) (01

Ohalde X =1= x=+1
vey=0
elde edilir.

Soru 26)
¢ 10
Gz{AeGL(Z,R):ACA:C, C=|:O 0:|} kiimesi

bir gruptur.
a) Bu grubun teget uzayini bulunuz.
b) Bu grubun Lie cebirini bulunuz.

(06ziim a)

A(t):{a“(t) 612(t)}ve AT (t):{al(t) a‘°’(t)} olsun.
a,(t) a,(t) a,(t) a,(t)

— o7 .o
A .CA=Cve C= 00 esitliginden
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a,(t) a,® 710 | [a® a,®] [10
Lz(t) aAt)}{O 0 } 'Lg(t) a4(t)}_{0 0 }
islemini agarsak

[ay(t) 0 ay(t) a,(t)
| a,(t) 0] a,(t) a,(t)
a’(t)  ay(t)a,() {10}
La,(Da,(t) a,’(t) 00

a’(t)=1ise a(t)=+1
a,’(t)=0ise a,(t)=0 olur ve

1
A :Lg(t) a,(t)

Y T
()_LS(O) a4(0)H0 J

a,(t)=ct" ve a,(t)=dt" +1 segilirse

1 0
At) = olur
ct" dt"+1

At) 0 0 |
= olur.
c.nt"* d.nt"?

A(s) = (a;j(s)) ve A(0) = I olsun. A’CA = C ifadesini

} alabiliriz.

s ye gore tiirevini alirsak;

d At(s)CA c =0
T A(S)CAG) = Clm = 0,



Matematikte Klasik Matris Gruplar ve Coziim Y6ntemleri | 47

A (s)CA(s) + A (s)CA'(8)s=0 =0

M =my = A(0) = M'C + CM = 0

myp My
M= alinirsa my; = 0 ve m4, bulunur.
M1 My

Buna gore;

M= (mO21 m022> = M ((1) 8) Mz (8

Teget uzay { X = (2 8)’ Y = (8 (1))

matrisleri elde ederiz.

b)

[X,Y] = —X

—— [ )
N——

seklinde

Bu Jacoby 6zdesligini saglar.

Soru 27)
100
G=1AeGL(3R):ACA=C,C=|0 0 -1
010

kiimesi bir gruptur. Bu grubun teget uzayini ve

dolayisiyla boyutunu bulunuz.



48 | Fatma Bulut

(oziim:

Bu grubun teget uzaymni ve dolayisiyla boyutunu
bulmakicin: AT¥C A = C esitligin her tarafin tiirevini al;

S parametresine gore

A(0)=I olup A*(0)=I ve s=0 i¢in

A= A(s)

A(0) =1

dr.. o d
E[A (s).C.A(s)l:O =% C

— 0= A(5).C.A(S) + A'(s).C.A(S)

= A"(0).C.A(0) + A'(0).C.A(0) =0
= A"(0).C.I + A'(0).C.A'(0)=0.

Ve buradan
m; Mm; Mmj3
A(0)=M=<m4 ms ms)
m; Mg Mgy

A*(0) = M* oldugundan, M"'.C + CM elde edilir.

A+ (s)CA + A*(s) (c A(s))
=0 ,A*(0)C + A*(0) (c A(O)) =0
SM*.C+C.M=0

ve
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m, m, my\)1l 0 O
M'‘C+CM=|m, m, m,|0 0 -1
m, my, my /{0 1 O

[y

10 0)m, m, mg;
+0 0 -1{m, m, m,
m m

31 m32 33

m; m; —Mmy my m; ms
:(mz mg —ms) + <—m7 —Mmg —Mg | =

mz Mg —Mg

0 0 O
0 0 O
0 0 O

Yukaridaki matrisleri toplamina devam edersek:

2my my,+m, mz—my 0 0 O
m, —my 0 —Mg — My =<0 0 0

ms+m, mg+mg 0 0 0 O
Buradan
2m1=0=> m1:0, m2=_m7 ,m7=0 ,m3

=Mmy ,m2=0,m3=0=m4

elde edilir.
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0 0 0
M=<O m5 m6>

0 mg —mg

0 0 O 0 0 O
=m6<0 0 1>+m8<0 0 0)
0 0 0 010
0 0 O
+m5(0 1 0)
0 0 -1

Ohalde, bu grubun boyutu 3 diir.

d
Soru 28) Eger R tzerinde D, = Ve D, =x i
X X

d

ve D3 = x? d— ise, tlirevlenebilen bir ffonksiyonu i¢in
X

D,, D, ve D, iin Lie parantezini bulunuz.

(ozim:

Once ikili garpimlari elde edelim:

d d d d?
DlDz—a(xE)—a-FxE
_4d . 24d
D1D3—dx(x dx)
_dx?d o, d? L d
T dx Y A T Y T axe
d d d d?
D2D3 = xa(xz a)=X(2Xa) + XBE

[D1, Dz] = DD, — D,;D,



Matematikte Klasik Matris Gruplar ve Coziim Yo6ntemleri | 51

d d® & d

- E dx2 dx2 =D = dx’

DD d ( d ) d?
172 = xdx dx dx2
[D1:D3] = DyD3 — D3D,

daz d?
2— —x*— =2D,

= 2x —+x
+ dax? dx?

[Dz:D3] = D,D; — D3D,

2
=2xzi+x3 & —xzi(xi
dx dx? dx > dx

2 2
— 924 3(d_)_ 21( i)_ 3. 4%
2x dx Tx dx? x dx x dx x dx?

2 d
=x4=-=D
x 3

[D3, D3] = D;D3 — D3D,

_ gy d bl d? ,d d
=X dx x dx? X dx(xdx)
d d>? d d d>?
_ 9.2 % 3( & \_ 2% ( “\_.3%
2x dx+x (dx2> x dx(xdx) X dx?
d
:x2;:D3

elde edilir.
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Soru 29)
X =y0,-120,, Y =20,—X0,, Z=X0,— Y0,

operatdrlerinin Lie parantezini bulunuz. (Burada

0, = % dir.)

Cozim:

X =Yy0,-20,; Y =20,—X0,, Z=X0,— Y0,
[X.Y]=(yo,-120,)(z0, - x0,) - (20, — x0,)(yd, - 20,)
=(y0,-0-0+0)-(0-0-0+x0,)

= yax—xay =-7
[X,Z]=(0-0-0+120,)—(x3,-0-0+0) =Y
[Y.Z]=(20,-0-0+0)-(0-0-0+yd,) =-X

elde edilir.

Soru 30) SL(2,R) ozel lineer grubunun teget

uzayini ve onun boyutunu bulunuz.

(oziim:
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dim[SL(2,R)]=3 old. gosterelim.
dim(SL(2,R)) =dim(sl(2,R))
sl(2,R)de A matrisini ele alalim.

ab
A:[C dj’ sl(2,R) izi 0 olan matrislerin kiimesidir.

trA=0=>a+d =0

b
a=-d :>A=(a )
c —-a

10 01 00 ab
a +b +C =

0-1 00 10 c-a
{X,Y,Z}, sl(2,R) uzaymi gerer ve
{X ,Y,Z} lineer bagimsizdir.

10 01 00
a +b +C =0
[O—lj (OOJ (10}

ise a=b=c=0 iken saglanir.

o -(aee

0 halde X,Y,Z taban elemanidir ve boyut 3 tiir.

SL(2,R) = {A € My(R) | deta = 1}

a:(a,b) > R
ij _ (0(s)  az(s)) _
a($)7 = (a: (s) ai(s)) a
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detA = a,(s).a,(s) — ay(s).a3(s) =1

d
75 (detd) = a1(5). aq(s) + a1 (5). 4 (s) — dz(s). a3(s)

— 0(2(3)- d3(5)

(1 0\ _ [(a:(0) a3(0)

a(0) =/ = (0 1) - (ag(O) “4(0))
d

0= % (detA) = aq (0) + a, (0)

trA = a;(s) + a,(s)

d

75 (trd) = d1(5) + @y (s)

d | iy

% (tTA) s=0 — A1 (S) + 0(4(5)

d ———

% (detA) s=0 — % (tT‘A) s=0
teget uzay belirleyen trA = 0 oldu.
SL2,R) = {A € My(R) | tra = o}

dim(SL(2,R)) = dim(sl(2,R)) teget uzayinin
boyutunu bulmak i¢in grubun boyutunu bulmak

yeterlidir.

a b

A€SL(2,R);A = (C d) trA = 0 oldugunu biliyoruz.

a+d=0,a=-d
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_f(a bY_ (1 O 0 1 0 0
‘4_(c _a)_a(o —1)+b(0 0)+C(1 0)

{(é _01)’(8 (1)).((1) 8)} lineer bagimsizdir ve

uzayl gerer.

dimsl(2,R) = 3 = SL(2, R)dir.

X 0]
1y x—1

ortogonal matris olmasi i¢cin x ve y lizerine hangi

Soru 31) T :[ J matrisinin bir

x—
sart(lar) yliklenmelidir?
(ozim:
X 0]
T = matrisinin ortogonal olmasi
xly x71

icin T'T = | olmahdr.
rr X Q[ XYy
x'y x*)lo xT
HESE (10
y x4x4(y2+1) o1

Ohalde x> =1= x=+1

ve vey =0 elde edilir.
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a b N
Soru 32) T = 1 matrisinin bir Uniter
c

matris olmasi i¢cin a, b ve ¢ lUzerine hangi sart(lar)

yuklenmelidir?
(oziim:
a b A . -
= matrisinin bir liniter matris olmasi i¢in

1 c

TT =1 olup buradan a,b,ciic say1 ise

S

aa+1 ab+c 10
- | _ _ =
ba+CT bb+cCc 01

—aa=0
ab+c=0
ba+CT=0
bb+cc=1

=a=0,c=0,b=1

TT =1 sarti saglanmis olup bir tiniter matristir.
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Soru 33)

100
G={AecGL(3,R):AlCA=C, C=[00 1
0-10

kiimesi bir gruptur. Bu grubun teget uzayini ve

dolayisiyla boyutunu bulunuz.
(ozim:
Okuyucuya birakilmistir.

Soru 34) Eger R lizerinde

=6X i ve D3=7X3 i ise,

., d
D =x4 D, dx dx

dx

tiirevlenebilen bir £ fonksiyonu icin Dl! D2 ve
D3 {in Lie parantezini bulunuz.
(ozim:

Ikili ikili Lie parantezlerini bulalim:
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[Dl’Dz](f):Dl[D f]]_DZ[D [f]]
5 ) |

:X[d(m)g+6 d’ f} GX{Mder d’ f}

dx dx dx? dx dx dx?

df d f df d?f
=X —6X| —+X

dx dx2 dx  dx?
of  ,d*f _ df _ ,d’f

=6X—+ 5
dx dx? dx dx

=0.

Benzer sekilde asagidaki Lie parantezlerini elde ederiz.

[D,D;](f)=D,[D,[f]]-D,[ D[ f]]

=x£i[7x391}—7xsft{xgi}
dx dx dx| dx

_ {d(?x)df L7 f} 7X3[wﬂ+xd2f}

dx dx dx? dx dx = dx?
2
=X Zuzdf+7ﬁ(jj e 9y d I
dx dx dx dx
2 2

=21x° 2 df 7x4d f -7 gi-—7x d I

dx dx? dx dx
=14%3 Qi

dx

-2, (f).
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[D,.D,](f)=D,[ D[ f]]-D,[ D,[]]

:6xi(7x3.dfj 753 d (6 ﬁ}
dx dx dx dx
2
e, |d@dt o satt] o L[dEedt o dlf
dx dx dx?

dx dx dx?
2 2
=6X 21x2£+7x3d I 6£ 6X g
dx X dx dx
2
=126%° ﬂ +42x* 4 : —42x 3df 42x4d I
dx dx dx dx
=84x3 — df
dx
=12.D3(f)

olarak bulunur.

Soru 35) Kabul edelim ki X ve Y lineer tasvirleri

q # 0 olmak tizere XY = gYX bagintisini saglayan ve

eger X = ('1 0) veY = (ll 0) ise 1 ve p sayilarini

0 1 0 0
bulunuz.
(ozim:
XY = (8 ’10”)
YX=(8 S)

XY =qYX ise Apu=qu=>A1=gq, p=0;
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19)Egerp#0=> A1=q

2%)Eger 1 #+ q = u = 0 olarak buluruz.

Soru 36) GL(2,R) grubunun

A:[ 01 j matrisi ile olusturulmusg 1-parametreli alt
-10

grubunu bulunuz.
(ozim:
Okuyucuya birakilmistir.

2

Xy . . o
Soru 37) A= 01 seklindeki matrislerin bir

ortogonal grup olusturmasi i¢in x ve y lizerine hangi
sart(lar) yiiklenmelidir?

(ozim:

Okuyucuya birakilmistir.

Soru 38)
. -10
G=<AeGL(2,R): ACA=C, C= 0 0

kiimesi bir gruptur. Bu grubun teget uzayini bulunuz.
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(oziim:

A(s) = (g;(s)) ve A(0)=T olsun.

d
i (a(s))
ve
A(0) =T ise,

d o,
E[A (S)CA(s)-C| =0

S$=0

[A'(O)C +CAO) ] =o0.

M = (m,) = A(0)=M'C+CM =0

mll le
M alimirsa m;, =0, m, =0,m, =0
le m22

bulunur. Yani,
M".C +CM :[m“ m“j[_l Oj
m, m,, JJO O
-1 0)(m
+ 11 m12
0 0){mym,
B 0 O
o o)
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Buna gore,

0 0 00
M: :m22
0m,, 01
ve teget X 00
el uzayi =
get w= 01

seklinde matrisler yazilirsa
[X,X]=0
Bu jacoby 0zdesligini saglar.

Cla(t) al(t) T lat) ayt)
A(t){am aAt)}WA ‘[az(t) aAt)}EGL(Z'R)
ve

. [—1 0}
ACA=C, C=
00
ifadesinden,

a(t) a,(t) [|[-1 0f|a(t) a)| (-1 0

a,(t) a,(t) '{o 0 } a,(t) a,(t) _[o o}

islemini acarsak

{—al(t) o} [ai(t) az(t)} i) —aM)a,0) {_1 o}
—a,(t) 0] a(t) a,()] |-a(t)a,t) -a2(t) 00
a’(t)=1ise a(t)=+1

a,’(t)=0ise a,(t) =0 olur.
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1 0
ay(t) a,(t)

1 0 10 S
A(0) ={a3(0) a4(0)}= I :{O 1}oldugu i¢in

a,(t) =ct" ve a,(t) =dt" +1segilirse

A(t) { } alabiliriz. O halde

1
At) =
® [ct” dt"+1}
ve
A(t) ° o
lent™ dnt™ |

[0 0
Boylece teget uzay A'(0)= 0 O}matrisi bulunur.

Soru39) Eger A<| ©
Ori er =
R 10

. . . ASA ey
ise, bir S reelsayisiicin € matrisini belirleyiniz ve

e € SO(2) oldugunu gosteriniz.

(6ziim:

Bir S reel sayisiicin e* matrisini bulalim:
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eSAzw, n=012,3...
n!
o SA ST.AZ S A SYAY SUA"
e =1+—+ + +
1 2 3l 41 n!
L 01
|-10
e 10
1o -1
Aa_‘0—1
10
A4_‘1o
|01
AS_'o 1
|10
‘01‘ ,-1 o‘ . 0—1‘
S. S8,
e =1+ _10+ O_1+ Loy, . SA
1 21 3! n!
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1 0
= : S)=e% olsun.
(0—1] 7(8)

# (oo -

A=AA=]A=A..

k 0 2k+1

o S & s
&= 2 :kZ(Zk)l Z T

k=0 k=

°0
(coshs)I+(sinhs)A:(e J
0e®

elers2 0
7(8,+5;) = L 0 e_sl_szj
e*0 \[e* 0
— s)y(s
[o e%j(o ot } 7(8)7(s,)

. et 0 1 0
S)= = 7'(0) = =A
7 (s) (0 _esj 7'(0) (0_1]
0 halde eSAeSO(Z) olur.

Soru 40) SL(2)in tabaninin Lie parantezini

bulunuz.
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Cozim:

SL(2) nin teget uzayindan faydalanacagiz.
SL(2) = {M e M,(R): trM =0}.

M :[a 'Bj alalim.
y o

trM =0 ise
a+o=0a=-0
oldugundan

a f 10 01 00
M = =a +/ +y

Yy —a 0-1 00 10
yazabiliriz.

oSG0 )

kiimesi verilen uzay: germektedir ve
lineer bagimsiz olduklarindan birer tabandir.

—1 0 x—01 x—OO olsun
““lo 210 o o)™ (1 0 '
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S A I Y
{563
om0 2} 221

e
N AN
TR TGANE

Soru 41) SO(2) grubunun genel bir elemanin

belirleyiniz.
(ozim:
SO(2) grubunun genel bir elemanini igin;

A"A=1 vedetA=1

etk
B e
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a’+b*=1
c2+d?=1
ac+bd =0
ad-bc=1

bagntilarini verir. Bu sistemin bir ¢dzimii

a=+v1l-b?> c=-b =d=+1-b* dir.

0 halde bir Ae SO(2) matrisi

N
—b J1-b°

seklinde yazilabilir, eger 0 < 0 < % ve

b =sin@ alirsak,
SO(2) grubunun genel bir elemanimn

cosd sind
AT o)

—sin@d cosd
elde ederiz.

Soru 42) T:M, (C) —->M, (C), tasvirinin

T(A) =A+A', (A"A’ nin transpozesini gosterir )

lineer olup olmadigini bulunuz?
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(ozim:
ABer:M_ (C)—>M,(C) olsunve & skaler igin:

T(A+ B)IT(A)+T(B) ve
t(aA)=ar(a) ise 7(A) lineerdir

7(A+B)=A+B+(A+B) =A+B+A" +B'
=A+B+A"+B" =7(A)+7(B)

r(aA)= 0{A+(0¢A)T = 05A+(05A)T = a(A+ A )
ar(A)olur yani z(A)lineerdir

Soru 43)
SL(2) grubunun teget uzayini bulunuz.

(ozim:

alt) = {Xl(t) X2 (t)] e SL(2) < deta(t) =1
X, (1) X, ()
d

d
= geldeta®]l, =5 D% - %% 0],
=[% X4+X %—%X d %lt_t0:|'

0

. . —ax,.
dt Vdt odt * % dt
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10
Eger a(t,) :( j ise

01
0= dx, (&) + dx, (%) olur yani
dt dt

d da
a{det a(t) |t:t0 =tr (Ej |H0} =0 dwr

0 halde a(t,) teget vektoriiniin izi sifirdur.

Tersine olarak, eger 4, izi sifir olan herhangi bir matris

ise,
a(t)=1+tA
Egrisi icin
det (t) = det(l +tA)
=1+t (trA)+0(t*)
=1+0 (t2 )
bu dogru 6zdeslikte hiper uzaya tegettir,

yani A SL(2) ye 1da teget olan uzaydadir ve sonug

olarak

ab
A:[ j:d:—a olup
cd
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¢ Ol ol
) e

[H,X]:ZH, [H,Y]z—X, [X,Y]=2Y

b
AeM(Z),A:(a j ve a,b,c € Aigin

elde edilir.

Soru 44)
SU (1,1) pseudo-uniter grubunun teget uzayim
ve dolayisiyla boyutunu bulunuz.

Cozim:
SU(1,1) pseudo-initer grubunun teget uzayini
ve dolayisiyla boyutunu bulalim:

SULD) ={AeM,(C): AL, A=1,,det A=1}
AeSU(L1D) ise
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A’ L, A=1, *)
ab )
A=| _ _ |, genel bir elemanidir.
b a
#(S),SU(L,1) in teget vektoriii¢in
a(s) b(s
@(S) = (8 b(s) olsun.
c(s) d(s)

(*) esitliginin tiirevini alirsak;
dA" ., GdA
EIIIA(S) + A 'Il,l'g |S=0: O
A(0) =1 A(0) =M alalim.

A" (0)I,, +1,, A(0)=0
M, +1, M=0

AM
trM =0ve M alalhm:

B RN BN
|
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Vi i, M, +iM,
M -iM, -4,
i4,+iw,=0

sl o)

olup dim(SU(1,1))=3

(o2 Hia) o)

elde edilir.

j trM =0 oldugundan,

Soru 45)

n=3 i¢in SO(3) uzaymda bir kime {X,, X,, X;}

olmak uzere
0 0 O 0O 0 1 0O -1 0
X;={0 0 -1}, X,={0 0 0, X;=(1 0 O
01 O -1 0 O 0O 0 O

bu kiime SO (3) uzayinin bir tabani

olup, bu kiimenin Lie cebirini gosteriniz.
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(oziim:

Once ikili Lie parantezlerini bulalim:

N7, SR
N\
o Yo 7292 oo @ °-°
o O O —
o o o o oo T oo
—
00000_0100103



Matematikte Klasik Matris Gruplar ve C6ziim Yontemleri | 75

oo« 700 oo o 1__00000000

O 00 o uo © o - o+do oo 4o o

m— N — — - =

© 929 o0 doo = oo 100000%01__0

To° g0 o000 @00 0001__00001001
— oo 7

01000000000_X2 010000000VA1
/|\/l\/|\/ \ //|\//||\

[Xa %]
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elde edilir. VX, X,, X; e SO(3) icin,

[X,.X,]=0
[XZ,XZ]:O
[X3,X3]=O
ve VXl,XZ,X3eSO(3)igin,

[ X0 [ X X T+ X[ Xa X 1]+ Xan [ Xpn X, ]

=[X1, X1]+[X21X2]+[X3'X3]=0

olup bir Lie cebiri olusturur.

Soru 46)
Eger R iizerinde D, = Xi ,D, =5x%° a ,D, =% a
dx dx dx

ise tiirevlenebilen bir f fonksiyonu i¢in D,, D,, D, {in

Lie parantezini bulunuz.

(ozim:
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[0.,D.](f) = D[ D[ F]]-D.[Di[ f]

_xi{Sx ﬂ}—szi{x.ﬂ}
dx dx d dx
2
_Jaeadt o aatt] Ldeodt | P
dx dx NG dx dx  dx®
2
=X 10x£+5x d” : —5%° ﬂ+x¥
dx dx dx dx
2 2
_10x2 3 452 I L I
dx dx dx dx
—5x2£
dx
=D, (f).

[Dl,D3](f):Dl[D3[f]]—D3[Dl[f]]

d[e,df} gd[ df}
=X—| X°.— |- X" —| X.—
dx dx dx| dx

do) df L d2f ] L[deodf  d2f
=X — +X x| =2 4 x
dx dx dx? dx dx  dx?

2
=X 3x2£+x3d I -x® £+xd I
dx dx dx dx
2 2
:3x3d—f+x4d I —x° o df x4d I
dx dx dx dx
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[Dszs](f):Dz[D3[f]]_D3[D2[f]:|

=5xzi(x3.ﬂj—xsi(5x2.ﬂj
dx dx dx dx
3 2 2 2
_oeldodd  odi ] [dEd)df ,d7
dx dx dx? dx dx dx?

2 2
=5x° {3x23—f+x3 d I}—xs{lox£+5x2 d f}

X dx dx dx?
2 2
=15x* £+5x5 %—mx“ £—5x5 d I
dx dx dx dx
=5x4£
X
=x".D,(f)

elde edilir.
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