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Bu calismada singiiler integral denklemler ile ilgili genel bilgiler
verilmis olup, bu tiir denklemlerin indis kavramina bagli 6zel durumlarn
ile bu 6zel durumlara karsilik gelen hesaplama bigcimleri ele alinmis ve
singiiler denklemlerin hangi sartlar altinda ¢dziilebilecegi incelenmistir.
Akabinde Carleman-Vekua yontemi yardimiyla singiiler integral
denklemlerin regiilerlestirilmesi verilmistir. Ozel segilmis siralama
noktalari kullanilarak lineer denklemler sistemi elde edildikten sonra
interpolasyon polinomu tiiretilerek, bu polinomun ¢éziime yakinsaklik
durumu incelenmistir. 1ki farkli sayisal Ornek iizerinden sayisal
karsilagtirilmalar yapilmis ve sonuglar tablolarla sunulmustur.

Bu c¢alismamin hazirlanmasinda emegi gecen c¢ok degerli
damismanim Prof. Dr. Elgin YUSUFOGLU hocama ve desteklerini
esirgemeyen kiymetli aileme tesekkiirlerimi bir borg bilirim.
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Simge Aciklama

L : Kompleks diizlemde bir egri

QF : Legrisinin siirladign i¢ bolge

Q 1 Q" UL bolgesinin tiimleyeni olan dis bolge
o(7) : L egrisi lizerinde siirekli bir fonksiyon

A : Holder tssii

A : Holder Sabiti

Ind : Indis

arg : Argiiment

P : Jacobi Polinomu

0 j : Kronecker Deltas1

@(X) : Agirlik fonksiyonu

E, (f) : Kalan terim ifadesi

f(X) . f(x) fonksiyonunun Fourier serisine gore toplami
£, (;x) : Kalan terim ifadesi

Not: Bu listede belirtilmeyen semboller kullanildiklar1 yerlerde

belirtilmistir.
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GIRIS

Matematiksel fizik, elastisite teorisi ve akigkanlar dinamigi gibi pek
cok problem siirekli veya siirekli olmayan cekirdekli Fredholm integral
denklemine déniistiiriilebilmektedir. Dolayisiyla integral denklemlerin
¢oziilebilirliginin incelenmesi onemli bir matematik problemi olmaya
devam etmektedir.

Fredholm integral denklemler teorisinin verilmesinden hemen sonra
singliler integral denklemler teorisi Poincare ve Hilbert tarafindan
baslatilmistir fakat uzun bir siire matematikgiler tarafindan bu teoriye
yeteri kadar ilgi gosterilmemistir. 1950' li yillardan itibaren bu teoriye
ilgi yogunlasmaya baslamustir. Ozellikle Riemann ve Hilbert seklindeki
siir deger problemlerinin incelenmesinde bu teorinin dikkate alinmasiyla
singiiler integral denklemler teorisinin 6nemi daha iyi anlasilmistir. Bu
nedenle Muskhelishvili [1] singiiler integral denklemler teorisini yukarida
belirtilen sinir deger problemleriyle iliskilendirmistir.  Burada esas
aragtirma ve ¢dziim araci olarak Cauchy esas deger anlaminda integral
kullanilmigtir.  Muskhelishivili bu c¢alismasinda sadece bir boyutlu
integral denklemleri incelemistir.

Yine bu donemlerde integral denklemlerin analitik ¢6ziimiinii elde
etmek i¢in pek ¢ok yeni metotlar Tricomi’in [2], Popov’un [3], Green’in
[4] monografilerinde yer almistir. Bu integral denklemleri analitik olarak
¢ozmek genelde zor oldugu igin niimerik ¢oziim yontemlerinin
gelistirilmesi 6nemli olmustur. Niimerik ¢6ziim yontemleri ile ilgili
detayli bilgilere [5] ve [6] kaynaklardan ulagabilmek miimkiindiir.

Sheo Kumar ve A.L. Sangal [7] bir boyutlu Cauchy tip singiiler
integral denklemin niimerik ¢oéziimiiniin bulunmasi igin kiibik spline
metodunu uygulamstir.

M.A. Abdou [8] calismasinda Cauchy tip 2. gesit singiiler integral
denklem ele alinmis, once singiilerlik giderilmis daha sonra da ¢dziim
Legendre polinomlarina bagh bir Fourier serisi seklinde arastirmistir.
Sonugta uygun Fourier katsayilar1 cinsinden sonsuz sayida lineer
denklemler sistemi elde edilerek, ilk k adedi secilmek suretiyle niimerik
¢Ozilmiistiir.
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Steen Krenk [9], 1. ve 2. ¢esit singiiler integral denklemler i¢in
Gauss Jacobi kuadratiir formiilleri uygularken indisin -1, 0, 1 degerlerine
karsilik gelen lineer denklemler sistemini tiiretmistir.

G.E. Okecha [10] Cauchy tip 1. gesit singiiler integralleri Gauss
Jacobi kuadratiir formiiliinii kullanarak ¢6zmiistiir.

Apostolos Gerasoulis, [11] singiiler integral denklemleri ¢6zmek igin
once singiileriteyi gidererek Gauss Jacobi kuadratir formiili ve
kolokasyon yontemi yardimiyla bir niimerik ydntemi incelemis ve bir
lineer denklem sistemi tiiretmistir. Daha sonra siralama noktalari ve bu
noktalarda bilinmeyenin bulunan degerleri interpole edilerek bir
interpolasyon polinomu tiiretilmistir. Gerasoulis bu makalede ayni
zamanda Carleman-Vekua regulerlestirme yontemini kullanarak
Fredholm integral denklem elde etmis ve buna da karsilik yine bir lineer
sistemi tiiretmistir. Siralama noktalar1 ve bu noktalardaki bilinmeyen
degerleri yardimiyla diger bir interpolasyon polinomu tiliretmistir.
Sonunca polinom Nystrom polinomu olarak bilinmektedir. Makalenin
ilerleyen kisimlarinda Nystrom yonteminin yakimsakligi ve yukarida
bahsi gecen polinomlarin denkligi gosterilmistir.

A. Chrysakis ve arkadaslar1 [12] logaritmik ¢ekirdekli integral
denklemi keyfi siralama noktalarini ve Chebyshev polinomlarini
kullanarak niimerik olarak ¢6zmiis ve iki sayisal érnek incelemistir.

Bu ¢esit singiiler integral denklemler, C. Samphton [13] tarafindan
da incelenmistir. Bu ¢aligmadaki iki boyutlu Dirichlet sinir deger
problemi logaritmik ¢ekirdekli 1. cesit Fredholm tiir integral denklem
seklinde ifade edilmistir.

Xiaoging Jin [14], 2.¢esit singiiler integral denklemin bir pratik
¢Oziimiinii vermek ic¢in Gauss Jakobi kuadratiir formiiliinii, Jacobi
polinomlarinin sifirlarin1 ve bu sifirlardan farkli siralama noktalarini
kullanmistir.

Daha sonra siralama noktalar takimi ile kuadratiir noktalar1 takimi
arasinda bir Lagrange interpolasyon polinomu kullanmis, sonugta da bir
lineer denklem sistemi tiiretmis ve makalede iki 6rnek incelemistir.

V.M. Alexandrov [15] konvoliisyon tiir integral denklemlerin bir
0zel sekline dontistiiriilebilir 2 ve 3 boyutlu kontakt problemini ele alarak
integral denklemin cekirdegini serilere ayirmak suretiyle bir asimptotik
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¢Oziim yoOntemi gelistirmistir. Bu c¢alismada bir bilinmeyenli integral
denklem ve iki bilinmeyenli iki integral denklemden olusan sistem ayrica
incelenmistir. Sonuncu durumda kaynak fonksiyonlarin iistel bir hizla
sifira yakinsadig1 varsayilmistir.

V.M Alexandrov [16] ¢ogu lineer kontakt problemlerin
incelenmesinde ortaya ¢ikan 1.¢esit Fredholm tiir integral denklemin bir
cOziimiinii vermistir. Bu denklemin c¢ekirdeginin bagli oldugu terimin
asimptotik analizi sonucu s6z konusu integral denklem logaritmik
cekirdekli sekle donistirerek denklemin ¢Oziimiiniin  yapisini
incelemistir. Ozel durumda da kesin ¢oziimii, genel durumda ise yaklasik
¢Ozlimii vermistir. Sonuncu durumda en iyi yaklasim yontemi sayilan
Multopp-Kalandiya metodu kullanilmistir. Bu metot geregi ¢oziimii,
interpolasyon digiim noktalar, 1.cesit Chebyshev polinomunun sifirlar
olan Lagrange interpolasyon polinom seklinde insa edilmektedir. Ust ve
alt sinirlar1 boyu iki pancla sikistirilan elastik serit icin kontakt problemin
sayisal ¢ozlimii 6rnek olarak agiklanmugtir.

Chebakov [17] elastik serit igin siirtiinmeli kontakt probleminin énce
bir reel eksen tlizerindeki sinir kosullarini vermis daha sonra da normal ve
tegetsel gerilmelerin Airy fonksiyonu ile ifadesini ve bu fonksiyonun da
Fourier integral doniigiimiinii kullanmistir. Sonugta Airy fonksiyonu
cinsinden biharmonik denklem onun dénistimii cinsinden adi diferansiyel
denkleme doniistiriilerek genel ¢6ziim bulunmustur. Genel ¢6ziimdeki
keyfi sabitler sinir kosullar1 yardimiyla belirlenirken kontakt basinci
cinsinden Cauchy tip 2.cesit singiiler integral denklem elde edilmistir.
Sonuncu denklemin polinom cinsinden ¢oéziimii bulunmus ve sonuglar
tablolar ve grafiklerle gosterilmistir.

Antonio Scalia ve Mezhlum A. Sumbatyan [18] g6zenekli elastik
serit i¢in kontakt probleminde ortaya ¢ikan integralin 6zellikleri lizerine
arastirma yapmustir. Bu nedenle s6z konusu integral denklemin
cekirdeginin genel oOzellikleri ve biiylik bagil kalinliklarin sonsuza
gitmesi durumunda ¢ekirdegin asimptotik davranisi i¢in bir gdsterim elde
etmistir. Sonrasinda ise ince kalinlikli serit durumunda ¢oziimiin Wiener-
Hopf denkleminin ¢dziim olarak bulunabilecegini gostermistir.

Rizk A.A. [19] catlaklara sahip ortotrop yari sonsuz ortamlarin
termal sokun etkisini incelerken diizlem elastisitenin yerlesme
bilesenlerine bagl iki adet denge denklemini, sinirdaki gerilme durumuna
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karsilik gelen sinir kosullari ile ele almistir. Bilinmeyen yer degistirme
bilesenlerinin Fourier integral doniisiimii kullanmak suretiyle Cauchy
cekirdekli 1.cesit singiiler integral denklem tiiretmistir. Arastirmanin bir
sonraki asamasinda Muskhelishvili tarafindan Onerilen ¢éziim teknigi
kullanilarak gatlaklar durumunda 6nemlilik arz eden yogunluk katsayist
icin ifadeler elde edilmistir. Secilmis 6rnek icin tablo ve grafiklerle
verilerek bu sonuglar yorumlanmustir.

V.M. Alexandrov ve V.Yu. Salamatova [20] serit bi¢imli levha ile
elastik yarim uzaym etkilesimini inceleyerek 1.cesit integral denklem
elde etmis, daha sonra bu denklem logaritmik ¢ekirdekli integral denklem
sekline doniistiirilmistiir. Sayisal ¢6ziim ig¢in Multopp-Kalandiya
yontemi uygulanmaistir.

Erhan Coskun [21], integro diferansiyel denklem igin sinir deger
problemine Ornek olarak izotrop sacilmayi ele almis, K.M. Case
tarafindan gelistirilen yonteme dayanarak yeni kuadratiir formilii
tiiretmek suretiyle bu problemi niimerik olarak ¢ézmiistiir. Erhan Coskun
tarafindan gelistirilen kuadratiir formiiliindeki agirliklar 6. Dereceden ¢ift
bir polinom yardimiyla ifade edilir iken daha sonra polinomun katsayilari
bulunmus ve integrasyon noktalarinin secilme sekli belirlenmistir. Bir
uygulama olarak 4-nokta kuadratir formiili yardimiyla niimerik
¢Oziimler bulunmustur.

Bu calisma yukarida bahsedilenler dogrultusunda asagidaki sekilde
organize edilmigtir:

Boliim 1°de Cauchy tip singiiler denklemler ele alinmig, Cauchy esas
deger, indis ve argiiment prensibi kavramlar1 agiklanmastir.

Boliim 2’de, 6zet olarak Jacobi polinomlari ve n nokta Gauss Jacobi
kuadratiir formiilii hakkinda bilgiler verilmistir.

Boliim 3’te sabit katsayili singiiler integral denklemler igin ileriki
boliimde kullanilacak olan 06zel kuadratiir formiilliniin tiiretilisi ele
alinmugtir.

Boliim 4’te Singtiler integral denklemler teorisinin konumuzla ilgili
gerekli olan bilgilerden karakteristik integral denklem kavrami ve
karakteristik denklemin ¢6ziimii verilmistir.
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Bolim 5’te Carleman Vekua regulerlestirme yontemi ile singiiler
integral denklemin Fredholm tip integral denkleme donisiimii
gosterilmistir

Boliim 6 da Singiiler integral denklemin ¢esitli sartlar i¢in ¢6ziim
durumlar1 ele alinmis ve Gauss Jacobi kuadratiir formiili yardimiyla
lineer denklem sistemi tiiretilmistir.

Boliim 7 de Carleman Vekua regulerlestirme yontemi ile elde edilen
Fredholm integral denklemine Nystrom yontemi uygulanmis ve Gauss
Jacobi kuadratiir formiilii yardimiyla ikinci bir lineer denklem sistemi
elde edilmistir. Daha sonra, yukarida bahsedilen dogal interpolasyon
polinomlarinin kendi aralarinda mutlak degerce yakinligi, bir taraftan
secilen integrasyon noktalari, diger taraftan ise [-1,1] araliginin bu
interpolasyon noktalar1 disindaki noktalar i¢in gosterilmistir.
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1. SINGULER INTEGRAL DENKLEMLER

Bu bolimde, Cauchy tip singiiler integral denklemler, bu
denklemlerle ilgili gerekli kavramlardan Cauchy esas deger, Holder
kosulu ve indis kavrammin yan sira argiiment prensibi kavrami
tanitilacaktir.

1.1. Cauchy Tip Singiiler Integral Denklemler

L egrisi diizgiin bir egri olsun, yani L egrisi kendi kendini kesmeyen
stirekli degisen tegetlere sahip bir egri olup herhangi bir sivrilme
noktasina da sahip degildir.

L Kapali diizgiin bir egri olsun;

Q7, L nin sinirladigi i¢ bolge; Q" UL kesigiminin tiimleyeni olan ve

sonsuz uzak noktayi da igine alan boélge de dis bolge admi alip
gosterilmis olsun.

Eger f(z),Q"bolgesinde analitik ve Q" U L de siirekli ise, Cauchy

formiilii geregi asagidaki ifade dogrudur.

L-J-Mdrz{f(z), ZEQ*i-se
27l

L T—1Z 0, zeQ) ise L.1)

Eger f(z),Q bolgesinde analitik ve 2~ U L de siirekli ise, Cauchy

formiilii geregi asagidaki ifade dogrudur.

f(r) f(oo) zeQ)' ise
27z| | T— Z f (00) — f(2), zeQ) ise (1.2)

L egrisi simdi de diizgiin kapal1 veya acik olabilir, tamami diizlemin
bir sonlu bolgesinin iginde yer alan bir egri olsun. ¢(z) fonksiyonu daL
egrisi tizerinde siirekli bir fonksiyon olsun. O halde asagidaki Cauchy
formiilii dogrudur.

D(z) = j 4G ~ds (L.3)

27i
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(1.3) integrali bir Cauchy tiir integraldir denir. (1.3) integrali igin
integral alt1 fonksiyonunun analitik olmadig1 noktalar sadece L egrisinin
noktalaridir. Bu egriye ®@(z) fonksiyonunun singiiler egrisi denir.

Eger L agik bir egri ise, ®(z)fonksiyonu L singiiler egrisi harig

tiim diizlemde analitik olacaktir.

Eger L bir kapali egri ise, bu durumda ®(z) fonksiyonu Qve Q~

de tanimli olan sirasiyla ®*(z) ve @ (z) gibi iki fonksiyona
ayrilacaktir. Bu fonksiyonlar genelde birbirinin analitik devami
degildirler.

Birbirini diizleme tamamlayan Q", Q" bolgelerinde tanimli iki farkli
analitik (®"(z) ve ® (z) gibi) ifadeye sahip ®(z) fonksiyonu bir
parcali analitik fonksiyon olacaktir.

®d(z) fonksiyonu sonsuz uzak noktada sifirdir. Yani d(c0) =0dur.

Bu kosul ayn1 zamanda parcali analitik fonksiyonun Cauchy integrali ile
gosterilmesi icin bir yeterlilik kosuludur.

1.2. Holder Kosulu

L kompleks diizlemde diizgiin bir egri ve ¢(t) bu egri tizerinde bir
fonksiyon olsun. Eger,

lo(t,) — ()| < Alt, —t,|" 1.4)

esitsizligi her t,t, e Ligin saglaniyorsa o halde ¢(t)fonksiyonu
Holder kosulunu sagliyordur denir. Burada A ve A pozitif sabitlerdir.
A’ya Holder sabiti, A ’ya ise Holder iissii denir.

Eger A >1olsayd1 ¢'(t) her yerde sifir, dolayisiyla ¢(t) fonksiyonu
sabit olurdu. A’y1 0< A <1 seklinde kabul edecegiz. A =1oldugunda
Holder kosulu literatiirde bilinen Lipschitz kosulunun aynis1 olmaktadir.

t, ve t, birbirine yeteri kadar yakin herhangi iki nokta ve Holder
kosulu A, tissiine gore saglanmis olsun. O halde Holder kosulu A< 4

olmak iizere Aiissiine gore de saglanacaktir. Yani daha kiigiik A ’lar igin
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Holder siirekli fonksiyonlar sinifi daha genis olmaktadir. Lipschitz
kosulunu saglayan fonksiyonlar simifi A =1uslii Holder fonksiyonlar
smift oldugundan bu smif en dar Holder siirekli fonksiyonlar sinifi
olmaktadir.

1.3.Dogru Parcasi1 Uzerinde Singiiler integralin Esas Degeri
!
——dx, a<c<b (L.5)
5 X—C

integrali verilmis olsun.

Genellestirilmis integralin tanimi geregi

b C—¢ b

dx . bodx dx b-c .. &
J.—:Ilm(— —+ | —)=In—=+IlimIn=X (1.6)
2 X—C ;12:% a C—X 5, X-=C c—a 212:% &,

yazabiliriz. Son ifadedeki limit degeri &, ve &, ’nin sifira yaklasma

sekline baglidir. Bu yiizden genellestirilmis integral mevcut degildir.
Fakat

segersek, bu durumda verilmis integral i¢in Cauchy esas degeri s6z
konusu olacaktir ve

b
Ii a<c<b (1.8)

singiiler integrali i¢in Cauchy esas degeri

5 dx b—c
— —In=—=
aX—C c—a

(1.9)

seklinde belirlenmis olacaktir.

(D(X)e[a, b] araliginda Holder kosulunu saglayan bir fonksiyon

olmak tlizere
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b
j¢— (1.10)
) x—¢

integralini ele alalim. Bu integrali

b

I o(X) dx Ico() P(€) 4y 4 ¢(C)I (1.11)

seklinde diizenleyelim.

(1.11) in sag taraftaki ilk integral bir genellestirilmis integral gibi

yakinsar ¢link{i Holder kosulundan

X)—¢p(C A
|co() o(©)] _ _ <<l
X—C ||x—q
(1.12)
dir. (1.11) in sag taraftakindeki ikinci integralin Cauchy esas degeri
ise (1.9) denklemi ile belirtilmistir. Bu yiizden ¢(X) Holder kosulunu
saglayan bir fonksiyon oldugunda (1.10)ile verilen integralin Cauchy
esas degeri mevcut olup
X X c b-c
¢() jco() (p()dx+¢(c)ln
¢ (1.13)

seklinde belirlenecektir.

1.4.Singiiler Egrisel integralin Esas Degeri ve Sokhotskiy-Plemelj

Formiilii

L diizgiin bir egri olmak tizere;

o)

, telL
71

(1.14)

verilmis ve tmerkezli pyarigapli gember ile L egrisi ile yalnizca iki
noktada (tvet,) kesismis olsun. pyi yeteri kadar kiiciik secerek bu

durumu gergeklestirmek miimkiindiir. ¢ =tt, olmak iizere,
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I 9(7) dt
(1.15)

integralini ele alalim.

Tanmm 1.1: p—O0iken (1.15)denkleminin limit degerine (1.11)

singiiler egrisel integralinin esas degeridir denir.

Asagidaki diizenlemeyi yapalim.

go(z') J(D(T) oM 4 + o(t) I (1.16)

Yani (1.14) integrali, ¢(r) Holder kosulunu sagladigi kabulii ile Cauchy

anlaminda mevcuttur.

Sekil 1.1 L egrisinin diizgiin oldugu t noktas1 durumu

Sekilden de goriildiigii gibi L egrisinin diizgiin oldugu her t noktasi
igin;

J'(P(T) J'(P(T) o) 4 . (t)( : + Iﬂj
L.17)

7t a-—
L (L.18)

esitlikleri dogrudur.
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Burada a ve b,L egrisinin u¢ noktalaridir. Kapal egri(a=Db)
durumunda

-t
(1.19)

elde edilecektir.

L kapali veya agik diizgiin bir egri ve ¢(z), L ilizerinde Holder

kosuluna sahip olsun, o halde;

o(z) =2 [25) g, (1.20)
27r| T — Z

seklinde Cauchy tip integral igin ®7(t)ve @ (t) fonksiyonlar1 ug

noktalar hari¢ her t € Li¢in limit degerine sahip olacaklardir.

Lnin solundan veya sagindan Lye yaklasilmasina bagl olarak ‘+’
veya ‘~ kullanildi.

Bu durumda Sokhotskiy-Plemelj formiilii geregi; [23]

N 1 e® “y=_L 1 e®
® (t)_Zgo(t)—i_Zﬂ'i'[T—th' *0 2(/)(t)+27ri'[z'—th (1.21)

yazilabilir. Buradan;

O (t) - D" (t) = (t) 1.22)
O (1) + D (1) = j »(7) Ldr (1.23)
Ayrica reel eksen durumunda,

D (x) = w(X)+ Iﬂd (1.24)

O (=2 + o IIW) : (1.25)
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ve

@' () = () (1.26)

@ () =2 () (1.27)

olmaktadir. Buradan;
@7 () + @ (0) =0 (1.28)
ve (1.23) geregi

nmj””d_o (1.29)

X—

saglanacaktir.

Reel eksende bir Cauchy tip integralle temsil edilen fonksiyon

(1.28) kosulunu saglamalidir. Bu kosul kompleks diizlemin reel eksene

gore iist ve alt diizlemlerinde parcali analitik olan fonksiyonun reel
eksende Cauchy tip integralle temsil edilebilmesi igin yeterlilik

kosuludur.

ﬂﬂ
®(z) = 2mj , zel (1.30)

ele alalim, burada ¢(z)reel eksende Holder kosulunu saglayan bir

fonksiyon olarak diisiiniilmektedir.

Eger ¢(z) ust yar1 diizlemde analitik bir fonksiyon ise kapali st

yart diizlemde de siireklidir ve reel eksen iizerinde Holder kosulunu

sagliyordur. Oyleyse;
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1
oo Z) — = (), eger Imz >0 ise
1 Fet, 9(2) 2¢>( ) i

— 1.31
27i 2 X—1 (.31

—%gp(oo), eger Imz >0 ise

Eger ¢(z) alt yar1 diizlemde analitik bir fonksiyon ise kapali alt yari

diizlemde de siireklidir ve reel ecksen iizerinde Holder kosulunu

sagliyordur. Oyleyse;

(p(oo), eger Imz > 0Qise
7

—(/)(Z)+%¢(oo), eger Imz <0ise
1.5. Argiiment Prensibi

Teorem 1.1: f(z),L=L,+L---+L,ile smirl gok baglantih Q

bolgesinde sonlu noktalar hari¢ her yerde analitik ve tek degerli; QUL

birlesiminde siirekli bir fonksiyon olsun. f(z) nin ©Q bolgesinde analitik

olmadigi noktalar yalnizca kutup noktalar1 olsun; Liizerinde ise en fazla
sonlu sayida tam katl sifirlar1 olsun. O halde asagidaki formiil dogrudur.
[22,23]

NQ—PQ+%(NL—PL)=%[arg f(z)]L (1.33)
Bu ifadede asagidaki notasyonlar kullanilds;

N, : Qdaki sifirlarin sayisi

P,: Qdaki kutuplarin say1s1

N, : Ldeki sifirlarin say1st

P, : Ldeki kutuplarin sayist
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1.6. indis Kavram

L diizgiin kapali bir egri, D(t) , Lde verilmis sifirdan farkli siirekli
bir fonksiyon olsun.

Tamim 1.2: Lnin pozitif yonii boyu arg D(t) artisinin 277 ye oranina
D(t) fonksiyonunun L egrisi boyu indisi denir.

Indisi x ile gdsterecegiz. Yani

& =Ind D(t) = %[arg D®)],

(1.34)
InD(t) = In|D(t)| +iarg D() oldugundan dolay1
[InD(t)], =i[arg D(t)], (1.35)
ve dolayisiyla
K:i[ln D(t)] (1.36)
27i -
yazilabilir.
x indisi integral yardimiyla da gosterilebilir.
1 1
x=Ind D(t) =-—[d Ind D(t) =— [d arg D(t) (1.37)
27y 27y

Asagidaki onermeler dogrudur.[1]

1) Kapali egri tizerinde siirekli, hi¢bir noktasinda da sifir olmayan
fonksiyonun indisi bir tamsayidir.

2) 1ki fonksiyonun ¢arprmimin indisi ¢arpanlarin indisleri toplamina
esittir. B6liim durumunda ise toplam yerine fark gecerli olacaktir

Simdi de D(t) , Lde diferansiyellenebilir olup Lnin igerisinde veya

disinda analitik bir fonksiyonun Liizerindeki sinir degerleri olsun. O
halde D(t) nin indisi
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D'(t) D) 4

L D(t)
seklinde, onun logaritmik rezidiisiine esittir.

:_jd Ind D(t) = (1.38)

Argiiment prensibi geregi indis kavrami icin asagidaki ozellikler
sonug olarak elde edilebilir. [1]

3) Eger D(t),L bolgesinin igerisinde veya disinda analitik olan

fonksiyonun Liizerindeki sinir degerleri ise; D(t) nin indisi, L

bolgesinin igerisindeki sifirlarinin  sayisina veya digindaki
sifirlarinin sayisinin negatifine esittir.

4) Eger D(z),L bolgesinin igerisinde sonlu sayida noktalar harig
her yerde analitik, bahsedilen sonlu sayidaki noktalar da birer
kutup noktalar1 ise, D(t) nin indisi Lnin igerisindeki sifirlarinin
sayist ile kutuplarinin sayisinin farkina esittir. Bu sayilar
belirlenirken uygun katlilik derecesi de dikkate alinacaktir.
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Not:

D(t) nin indisi &, D(t) nin indisi de ¥ ise K =—Kesitligi saglanr.
L bolgesi t=t(s)+it,(s), 0<s</ ile verilmis olsun.

D(t) = D(t,(s) +it,(s)) = £(s) +i7(s) (1.39)
£ ve n leri bir kartezyen koordinatlari olarak diisiinecek olursak

E=£&(s) ve n=n(s), 0<s</¢ parametrik denklemleri bu
kartezyen koordinat sisteminde bir TI'egrisini belirler. D(t) siirekli ve L
de kapali oldugu i¢in I"egrisi de kapal1 olacaktir.

s,0dan /ye kadar degistiginde uygun yarigap vektoriiniin tam
dénmelerinin sayisinin

D(t) nin indisi olacagi agiktir. D(t)reel veya sanal  bir

fonksiyon olup sifira da sahip degil ise I'egrisi bir dogru pargasidir ve
D(t) nin indisi sifira da esit olacaktir.

Genelde indis (1.37) ile hesaplanmaktadir.
darg D(t) =darctan-——= 1)
&(s)

(1.40)
& ve n diferansiyellenebilir ise asagidaki esitlik yazilabilir.

_1 gdn— nd§ IRHOVAORIONO
_Z”J;dargD(t) l 2y J' 2911 0) ds (1.41)
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2. JACOBI POLINOMLARI

2.1. Genel Bilgiler

o(x) fonksiyonu sonlu veya sonsuz (a,b) iizerinde negatif

olmayan Lebesgue anlaminda 6l¢iilebilir bir fonksiyon olup,
b
[o()dx>0 (2.0

ozelligine sahip olsun.

Tamm 2.1: Eger P,(x),P,(x),...P,(X) polinomlari,

i# j durumunda Tw(x)Pi(x) P (x)dx=0 (2.2)

b
i=j durumunda [o()R()P,(X)dx=A (A%0) (2.3)
kosullarin1 sagliyor ise, {P.(X)}L polinomlar ailesi (a,b) tizerinde @(X)

agirlik fonksiyonuna gore bir ortogonal fonksiyonlar ailesidir denir.

i
_J seklinde tanimlanmaktadir.

0 .
Kronokker semboli 5”. = {1 _I
i=]

Tamm 2.2: Eger

b

j o(x)P,(x) P, (x) dx = &, (2.4)
kosulu saglaniyor ise {Pi(x)}:i1 polinomlar ailesi (a,b) iizerinde @(x)

agirlik fonksiyonuna goére bir ortonormal polinomlar ailesidir denir.
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Bu calismada Jacobi polinomlarini kullanacagimiz i¢in a=-1, b=1

kabul ederek;
o(X)=1-x)*1+x)", a>-1 f>-1 (2.5)
agirlik fonksiyonunu sececegiz ve Jacobi polinomlarni P“”ile

gosterecegiz. Burada n Jacobi polinomunun derecesini gostermektedir

o(X)’in ve integral araliinin se¢imine bagli olarak farkli
ortogonal polinomlar ailesinden bahsedilebilir.

Ormnegin; Szego [24] bu tip polinomlar ailesine drnek olarak
Jacobi polinomlar ailesinin yani sira asagidaki polinomlar ailelerini
incelemistir. [24]

Laguerre polinomlar ailesi (a=0, b =+w, o(X) = 7*x* a >-1),

Hermite polinomlar ailesi (a=—o, b =+, o(X) = e ),
Ayrica da 6zel durum olarak ultra kiiresel polinomlar ailesinden;

1.cesit Chebyshev polinomlar ailesi
1
(T,(x) =cosné, x =cosb, a :ﬁ:_E)'

2.¢esit Chebyshev polinomlar ailesi

sin(n+1)&

(U, 00 =—2—

,x:cose,azﬁzé)

polinomlar ailesi incelenmistir.

Cetin [25] Jacobi, Laguerre ve Hermit polinomlarinin yani sira
Bessel ve Hipergeometrik polinomlardan Wilson, Siirekli dual Hahn ve
Hahn polinomlarimi inceleyerek, bu polinomlarm ¢arpimlarinin
lineerlestirilmesi ve toplanabilirligin iizerine arastirma yapmustir.

Bir sonraki kisimda Jacobi polinomlar ailesi ile ilgili bazi bilgileri

kisaca Ozetleyecegiz.[24]
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2.2. Jacobi Polinomlarmin Tiiretilis Sekilleri

Asagida Jacobi polinomlarinin birkag tiiretilis sekli verilmektedir

(a.8) _(_1)n 1 _n _yv)* B
a) R0 =" L ) &7 [@=x)"@+x)7”] (2.6)

Bu formiil, Jacobi polinomlar1 i¢in Rodrigues formiilii olarak

bilinmektedir.

e = [ M

_(n+a [x+1j”i n(n-1)..n-v+1) (n+p [X_—lj
U on 2 ) S(a+)(@+2)...(a+v)| v JIx+1

2_1)\1-t Y (1+tY
0 pn<a,m(x)=i_j -l A L @29
271\ 2t—x \1-x) \1+x) t—x

d) n=2,34... olmak iizere 2n(n+a + B)(2n+a + - 2)P“P (x) =
@n+a+ -1 PP (x) (2.9)
{@n+a+p)@n+a+p-2x+a’ -}

2(n+a-D(n+B+)2n+a+ B)PYP(X)
esitligi Jacobi polinomlar1 i¢in 6z yineleme bagintisini ifade eder.

1

€) L-x)*@+x)*? PP (x) = [zzijf(l—t)"+” @+t (t-x)"Mdt x=-1,41 (2.10)
TT|
esitligi Jacobi polinomlarinin integral seklinde ifade edilisini

temsil eder.
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g Pn(“"”(x’:(z_nlr),:gk!(nnik)!(mn)---(mn—k+1>(—1)k<1—x>”‘k (2.11)

(B+n)--(B+Kk+1DL+x)"
Jacobi polinomlarinin ilk tgi tiiretilerek asagida verilmistir.

P (x) =1 (2.12)
(a.5) 1 1
P (x)=§(a+ﬁ+2)x+§(a—,8) (2.13)

PP (x) :%[4(05 +1)(a+2)+4a+ B +I(a+2(x-1)+(a+B+3)(a+p+4)(x-1)’ ]
(2.14)

2.3.Jacobi Polinomlarimin Ortogonalligi

Jacobi polinomlarinin ortogonallik &zelligi asagida verilen baginti ile

ifade edilebilir

0, eger i#jise

Jl. @(X) R (x) PP (x) dx = {I (2.15)

eger i=jise

Burada,

2P (a+n+)T(B+n+1)

0= : (2.16)
(a+p+2n+)nIT(a+ f+n+1)

2.4. Jacobi Polinomlarimin Sagladig Diferensiyel Denklemler

Jacobi polinomu asagida verilen 2.mertebeden homojen

diferensiyel denklemi saglamaktadir.

A-x)y' +[f-a—(a+B+2)x]y +n(n+a+B+1)y=0 (2.17)
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2.5.N Nokta Gauss Jacobi Kuadratiir Formiilii

n nokta Gauss Jacobi kuadratiir formiilii asagida verilen sekilde ifade
edilir.
1 n

[ () £ (x)dx = j(l— X)“ @+ %)” F)dx =YW (x,)+E, () (2.18)

-1 k=1

Burada agiliklar ve kalan terim sirasiyla asagidaki  gibi

tanimlanmaktadir.

2°PAr(n+a+)C(n+ B+1)
F(+D0(N+a+B+DA-x)[ P (x) ]

n

(TASRES (2.19)

Fr(n+a+1)T(n+L+1) i

- £ .
r@n+a+p+)[r@n+a+p+nf (@) ) (220

B, (1)

(2.20) den goriildiigii gibi eger f(x) fonksiyonu derecesi 2nden

kiigiik olan herhangi bir polinom ise, 0 halde E, (f)=0 olacaktir. Bu
n 1 1

durumda Y W, f (x,) toplami j w(x) f (x)dx = j 1-x)* @1+ x)” f(x)dx
k=1 -1 -1

integralinin kesin degeri olacaktir.

Gauss Jacobi kuadratiir formiili ile ilgili bu 6zellik, n nokta

kuadratiir formiiliiniin tiiretilisinde saglanmas1 gereken bir 6zelliktir.
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3. OZEL KUADRATUR FORMULUNUN TURETILMESI

3.1. Sabit Katsayih Singiiler integral Bir ifade icin Kuadratiir

Formiilii

[26] de verilen ve her j e N i¢in saglanan

dt I'(a)r(1-a)

aw(x)P“"(x) +E.|l'a)(t) P (t)——=-27" bP ) (x) (3.1)

t—x V4
esitligini ilerleyen kisimda kullanacagiz.

Jacobi polinomlart yardimryla

Qn_(aﬁ) (x) — pl-e-h) (x) p (@) ( x) _p@h) ( x) pl-a-F) (x)

n—-x j n j—x (32)
polinomunu tamimlayalim. Asagidaki agilimi [9] ele alalim.
PR R P _ 4 G (33)
P (x) St —x '

Burada t; ler
P (t)=0 (34)
ozelligini saglamaktadir.
¢; katsayilar1 asagidaki sekilde belirlenmektedir.

ptep) (t \p.(*h) (1
c = n—x (l) j (I) (3.5)

Pn(a’ﬂ), (tl )

X, lar1

P (x)=0, k=12,.n—«x (3.6)
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olacak sekilde segelim.

(3.5) esitligini (3.3) esitliginde yerine yazip X = X, kabul eder ve (3.6) y1
da dikkate alirsak

PCe (x )= = ) (3.7)
) e =)
elde ederiz.
Simdi de (3.7) esitligini
a 1 ¢ 4(t)dt
S == i 3.8
()=5e00+ 2155 (38)
ifadesini hesaplamak i¢in kullanalim.
Burada
#(x)= T (x)o(x) (3.9)
seklindedir.

f (x) fonksiyonunun Jacobi polinomlarina goére Fourier serisindeki ilk

p+1 teriminin toplami

p

)=> BRI ( (3.10)

i=0
seklinde ele alalim.

(3.9), (3.10) ve (3.1) esitliklerini, (3.8) esitliginde yerine yazarak

asagidaki esitligi elde edebiliriz
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P . b ¢ . dt
158 200+ 2 ot 02
j= e
Z%JZ‘); B, {—2'{ r(a)'i(l “y PCe (x)}
veya
S(x)=-2" r(“ ZBJPJ(,f‘ﬁ) (3.11)

Simdi de (3.7)ifadesini kullanalim. X=X, i¢in asagidaki diizenlemeyi

gerceklestirelim.

T j=0 i=1 P(a Ay (tl) (tl - Xk)
"B plf)
- I"( n P(: ﬁ)(t)zBJPJ ‘ (tl)

=-2" Z (3.12)

i1 P, p (@A) ) (ti _Xk)

Buradan da (3.10) esitligi yardimiyla
. [(a)T(1-a) & PSSP (4) f(t

i)z TOTI=) SR (1) o

T = P (t,) (t—x%)

elde edilecektir. Burada p <ndir.
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(3.13) esitligini,

Wn :_zfrc F(a)F(l—a) 1 Qr(10:1i81) (ti)
| T Rl ()R ()

(3.14)

kabul etmek sartiyla asagidaki gibi ifade edebiliriz

ZW” it ') (3.15)

3.2.Q{%”(x) Polinomlari

(3.2) esitligini yeniden ele alalim.

Q(a_ﬁ) (x) _plap) (x) p («h) (x) _pl@h) (x) pl-a~p) ( x)

n,j n—x j

Bu esitlik n= j durumunda

Q) (t)=0 (3.16)

1]

sekline doniismektedir.

Q. j(a"g )(X) polinomunun asagidaki ozellikleri, Jacobi polinomlarmin

ozellikleri yardimiyla belirlenmistir.

aly R (x) = &l +xaly” [Re” —ali IR (x), n=0  (3.17)

al“? =2(n+D)(n+a+ B+1)(2n+a+ f) (3.18)
al“? = (2n+a+ B+1)(a’ - f?) (3.19)
al“” =2n+a+p)2n+a+B+D)2n+a+ B+2) (3.20)

al“” =2(n+a)(n+B)2n+a+ S +2) (3.21)



26 | Hiiseyin Oguz
(3.20) esitligini kullanilarak asagidaki bagint1 bulunabilir.

a,“ M =al"”  i=1234 (3.22)

(3.22) esitligini (3.2) ifadesinde kullanarak Q' (x)igin bir 6z yineleme

bagint1 belirlenmistir
Qi () =2 Q) (x) =2l Qi (x) (3.29)
ail L an XL 4n i1 .

(3.23) esitligini  kullanmaya devam ederek QJ+1 J( )ig:in formiiller

bulunmustur. x =—1,0,1 i¢in bu formiiller ortak olarak asagidaki gibi

yazilabilir.

C(j+1+a)(j+1+B) 2j+a+B+2

T(j+a+B+2)(j+1)! I'(a)I (1-a) (329

Qi) (x)=
3.3. W." Agirliklan

(3.2) esitliginde x =t kabul edersek P!*#(t,) =0 olacagindan dolay1,

Q" ()R ()P (1) 629

n,j n—x j
esitligi elde edilecektir

Buradan asagida verilen baginti bulunacaktir.

(a.p)
R (ti)=—g_?;ﬂ) E:; (3.26)

J

j=n-1 kabul edersek (3.26) esitliginden

—a- Qi (
P "”)(ti)=P(‘T>Et_; (3.27)
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buldugumuz bu ifadeyi (3.14) esitliginde yerine yazalim.

e T(@)Tla) Q)

: (3.28)
z p(”) (t) p (@A) ()
(3.24) esitliginde j =n—1 kabul edip elde ettigimiz
Q,(]“n’f?(x)=— Fn+a)l'(n+p) 2n+a+p (3.29)
’ Irh+a+A+)n T(a)I'(l-a)
esitligini de W," in ifadesinde yerine yazalim.
I(a)r(1- (“A)(t,
wy = D(@llze) Qi (t) (3.30)
T RYR()
W =2 F(a)F(l1-a) -T(h+a)T(n+p) 2n+a+p (3.31)
- p(a B) (t)P, p (@ ﬂ)’( ) I'nh+a+pB+Y)n! INa)'(l-«)
Boylece;
WO = 2" T(n+a)l(n+ B) 2n+a+pf (3.32)

7 T(n+a+p+h)n!p aﬂ)( i)pn(“ﬁ)'(ti)

(3.26) esitliginde  j=n+1 kabul edersek ifade asagidaki sekilde

olacaktir.
QL (t) =PI () R (1) (3.33)
Buradan da
(@.8)
PLe ()= Q"“”(') (3.34)
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esitligini elde etmek miimkiindiir.
Buldugumuz bu ifadeyi (3.14)denkleminde yerine yazarsak

Me)ri-o) 1 Qi)
T R RE()

n+l

W— n — _271(

(3.35)

esitligini elde ederiz.

(3.34) ifadesinde j yerine n yazarsak

w2 [(a)T(1-a) -T(h+1+a)I(n+1+p) 2n+a+f+2
o p(aﬁ)(ti)p(aﬁ)’ (ti) 'n+a+p+2)(n+)! T(a)'(1l-e)

n+l n

(3.36)
sonucuna ulasiriz. Buradan da

Wn_—2”“ T(+1+)I(n+1+5) 2n+a+f+2
i 7z T(n+a+p+2)(n+1)! a(z,ﬁ)(t_)P(a,ﬁ)f(ti)

1 n

(3.37)

esitligi elde edilecektir.
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4, KARAKTERISTIK DENKLEM VE COZUMU

4.1. Karakteristik Denklem

Bir Cauchy cekirdekli tam singiiler integral denkleme karsilik

gelen karakteristik denklem

1M (t, r) S
a(o(t)+— [ ——Zo(r)dr=f (1), i*=-1 (4.0
seklindedir. Burada integral Cauchy esas deger anlaminda

disiiniilmektedir. L integrand egrisi kapali veya kapali olamayabilir. t

ve 7, L egrisi iizerindeki noktalarin kompleks koordinatlaridir. Burada L

iizerinde verilen a(t), f (t) ve M(t,z) fonksiyonlarmm ve bilinmeyen
@(t) fonksiyonunun Hélder kosulunu sagladigi kabul edilmektedir.

Ayrica M (t,r) fonksiyonun da bu kosulu her iki degiskenine gore

sagladig1 varsayilmaktadir.

M (t,z) fonksiyonunu

M(t,z) M(t,z)-M(tt) M (t,t)

= 4.2

Tt Tt Tt (42)
seklinde diizenleyip ve

M(Lt)=b(t), ~MED=MEY oy 43)

7l 7—1

notasyonunu kullanarak (4.1) denklemini asagidaki sekilde yazabiliriz.

ap(®)+ 20 2 4 [ Kt 0)p(e)e=t (). .4)

7l L r—t
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(4.3) formiilleri geregi b(t) fonksiyonu L egrisi iizerinde Holder
kosulunu saglamaktadir. K(t,7)fonksiyonu L egrisinin t=7 noktasi

hari¢ her noktasinda Holder kosulunu saglamaktadir. Yani

A

A=sht <o, 0<A<1 (4.5)
71|

|K(t,2')|<

2!

Saglanacak sekilde sonlu A sabiti ve 0<A<1 ozellikli 4 Holder iissii

mevcuttur.

Literatiirde (4.4) denklemi bir Cauchy gekirdekli tam singiiler
integral denklem olarak bilinmektedir. a(t)veb(t) fonksiyonlar1 (5.4)

1

" Cauchy g¢ekirdegi ve f(t) bilinen
r_

denkleminin katsayilari,

fonksiyonu denklemin sag tarafi olarak adlandirilir. K (t,r) cekirdegi bir

Fredholm c¢ekirdegi olmaktadir.

(4.1)ve (4.4) denklemlerinin sol tarafindaki ifadeyi K[ g(t)]ile

gosterirsek o halde bu denklemler

Klo(t)]=f(t) (4.6)
seklinde gosterilebilir. Buradaki K operatorii singiiler operator olarak
adlandirtlir,

b(t) ()
K’ o(t) |=a(t)p(t)+—= dr=f(t 4.7
[o()]=a(O)p()+—= —dr=1(1) @)

denklemi (4.4)tam singiiler integral denklemine karsilik gelen

karakteristik denklem olarak adlandirilir ve K° ise karakteristik operator

olarak adlandirilmaktadir. Denklemin regiiler kismi i¢in
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K, [p)]=[K(tD)p(x)dr (4.8)

notasyonunu verebiliriz. Burada K regiiler (Fredholm) operator olarak

adlandirilir. Béylece (4.6) denklemi asagidaki sekilde yazilabilir.

K[o(0)]=K*[o(t)]+K,[o(0)]= ()

4.2. Karakteristik Denklemin Coéziimii

K) =a(t)e(t) _,_@J‘M = f(t) (4.9)
o -t

seklinde karakteristik denklem verilmis olsun. Bu denklemin ¢6ziimii

Vekua tarafindan [27] ilk defa verilmistir.

_ 1 re®
D(2) = = I - dt (4.10)

pargali analitik fonksiyonunu ele alalim.
Sokhotskiy-Plemelj formiilii geregi

pt) =0 (t)—D (1), %J‘% dr =" (t)+ D (t) (4.11)

esitlikleri dogrudur. (4.11) denklemini (4.9) denkleminde yerine yazarsak
[a(t) +b(t)] @* (t) —[a(t) —b(t) | D (t) = f (t) (4.12)
elde edilecektir. Dolayisiyla @(z)fonksiyonu Legrisi tizerinde (4.12)

denkleminin ®(o0) = 0kosulunu saglayan ¢éztimii olacaktir.

Tersine ®(w0) =0 kosuluna uyan parcali analitik ®@(z) fonksiyonu
(4.12) denkleminin ¢6ziimii olsun. O halde, egri boyu sigramast ¢(t) ye
esit olan pargali analitik fonksiyonun belirlenmesi geregi @(z)

fonksiyonu (4.10) ile temsil edilecek olup (4.11) denklemindeki
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2.esitligi saglamig olacaktir. Bu ise ¢(t) nin (4.9) denkleminin ¢oziimii

oldugunu gosterecektir.

(4.12) sinir deger problemi asagidaki sekilde c¢oziilebilecektir.
(4.12) denklemini

e f)

O (t)=G(t) D (t)+ 20 +b (4.13)
seklinde yazalim. Burada
_a(t)—h(t)

c= a(t) +b(t) (419

kabul edildi. (4.9) denkleminin « indisi (4.13)denkleminin de indisi
olmaktadir. (4.13) problemine karsilik gelen kanonik fonksiyon X(z)

olsun. O halde (4.13) probleminin @®(o)=0kosuluna uyan ¢6ziimi

x> 0durumunda
_X() f (t)dt
27 I a(t)+b(t)]x*(t)(t_z)+X(Z)QH(Z) (4.15)

ile verilmektedir. [1]

Burada Q, ,(z), derecesi x—1 i asmayan keyfi bir polinomdur. Ayrica
k=0 iken Q_,(z)=0dir. x<0 iken yalnizca

t“ f (t)dt

{[a(t)+b(t)]x+(t) =0 k=0L..,-x-1 (4.16)

kosullart saglandiginda (4.13) probleminin ¢6ziimii mevcut olacaktir.
Eger (4.16) kosullar1 da saglaniyor ise soz konusu tek c¢oziim
Q. ,(z) =0olmak iizere (4.15) ile verilmektedir.

(4.9) integral denklemini ¢6ziimii (4.11) formiilleri ile

bulunacaktir. Bu formiillerden
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LX)+ X (1) X () = X (1) f(r)dz
vlt)= Z[a(t) + b(t)] X*(t) fO+ 27i -[ [a(r) + b(z')] X (7)(z —t) (417
+H X)) - X" (1) ]Q4 (1)
elde edilecektir. [1] kaynaginda

X® 7 am+b
oldugu hatirlatilarak, (4.17) ¢6zlimiiniin
pt) =K f +B (t)z(t) P, (t) (4.19)
seklinde yazilabilecegi kanisina varilmigtir.
Burada,
wg  pn B (t)z(t) ¢ f(r)dr
f=A(t)f(t)— - j [Ty (4.20)
z(t) =[A®) +B(t)] X (t) =[A(t) - B(t)| X (1) (4.21)
A=—20 g PO (4.22)

a’(t) —b*(t) a’(t) —b*(t)
notasyonlar1 kullamldi. P_,(t) ise derecesi x—lden biiyiik olmayan

herhangi polinomdur.

(4.19) formilii x>0 iken (4.9) denkleminin genel ¢oziimiini
vermektedir. & <0 iken (4.9) denkleminin ¢6ziimii (4.19) formiiliinden
P_,(t) =0kabul edilerek elde edilmektedir. Fakat bu durumda f (t) igin
(4.16) kosullar1 saglanmig olmalidir. Bu kosullar (4.21) de dikkate

alinacak olur ise

Itkf(t)dt:o k=01, k-1 (4.23)
L z(Y)

elde edilir.
Eger f(t)=0ise, yani homojen karakteristik integral denklem
soz konusu ise, bir 6nceki sonuglar gosteriyor ki, k<0 iken homojen

denklemin sifirdan farkli ¢6ziimi yoktur.
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x>0 iken bu denklem tam olarak x sayida lineer bagimsiz

¢Oziimlere sahiptir, bunlarin toplulugu

(t) =B (1) 2(t) P, (t) (4.24)
ile veriliyor. Burada P_,(t) derecesi x—1den biiyikk olmayan keyfi bir
polinomdur. z(t) fonksiyonunu (4.9) denklemine karsilik gelen kanonik

fonksiyon olarak adlandiracagiz.

Boylece asagidaki sonuglar elde edilmis oldu.

1. Eger x>0ise, K’ =0 homojen denklemi tam olarak x sayida
lineer bagimsiz ¢oziimlere sahiptir.

2. Eger k<0 ise, K°% =0 homojen denkleminin sifirdan farkli
¢Oziimi yoktur.

3. Eger k>0 ise, K’ = f homojen olmayan denklemi her f icin
¢oziilebilirdir.

4, Eger k<0 ise, K@= f homojen olmayan denklemi yalniz ve

yalmz f fonksiyonu —x sayida

_[fz//k dt=0 k=01..—x-1 (4.25)
L

kosulunu sagliyor ise ¢oziilebilirdir. Burada y, bulunmus lineer bagimsiz
fonksiyonlardir.
(4.23)kosullar1 saglandiginda K°p = f denklemi yalmz ve yalmz bir
¢Oziime sahiptir.

x>0 durumunda homojen denklemin ¢6ziimlerinin timi (4.24)
ile verilir; x>0 durumunda homojen olmayan denklemin genel ¢oziimii
(4.19)ile wverilir, x<0 durumunda homojen olmayan denklemin
¢Ozilebilirlik kosulu (4.23) ile verilir. Coziimin kendisi ise P_,(t)=0

olmak tizere (4.19) ile verilir.
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5. CARLEMAN-VEKUA REGULERLESTIiRME YONTEMIi

Bu yoéntemi T. Carleman [28] bir 6zel durum i¢in vermis, daha sonra

ise LN. Vekua tarafindan [1] gelistirilmistir.
b(t r)dr A4
Kp=apt)+ 22 [AXT L2 [k )pdr=1() (61
o -t 7y

seklinde singiiler integral denklemini ele alalim. Bu denklemi

Kp=K’p+kp=f (5.2)

seklinde yazmak miimkiindiir, burada

Kp=a(t)p(t) + 2 | o(0)dz (5.3)
o -t
kp == [K(t, ) p(r)de (5.4)
7l L
k(t,r):;(*(t’t? . 0<A(sht) <1 (5.5)
’Z'_

k™(t,z) fonksiyonu Liizerinde Holder kosulunu saglamaktadir. (5.2) yi
Kp=1f —ike (5.6)

seklinde yazalim. Sag tarafi bilinen kabul ederek (5.6) y1 karakteristik

denklem olarak ¢ozelim.

x <0 iken bahsi gecen ¢oziilebilirlik kosullarmi dikkate almaksizin
karakteristik denklemin ¢Oziimii bir 6nceki kismin sonuglar geregi
asagidaki gibi bulunabilirdir. [1,29]

pt) =K f —AK'kp+B"(t)z(t)P_,(t) (5.7)
(5.7) denklemini

pt) + AK'kp =K f + B (t) z(t) P ,(t) (5.8
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seklinde diizenleyelim. Burada

T = A B (:ZiZ(t) ! Z(1; gzd_rt) (5.9)

z(t), A'(t), B'(t)ler bir oOnceki kisimdaki (4.21) ve (4.22) ile
belirlenmektedir. P_,(t) ise derecesi x—1den bilyiik olmayan keyfi bir
polinomdur. (k<0 iken P_,(t)=0dwr). [1,29] kaynaginda K’k

operatdriiniin asagidaki sekilde 1.¢esit bir Fredholm tiir operator oldugu
gosterilmistir.

K*k(ps%jl\l (t-1)p(r)dz (5.10)

N(t,7) = K'k(t,7) (5.12)
(5.11) yerine

k(s,7)ds
z(s)(s—t)

N(t,7) = A" (Ot 7) — B*(t)iz(t) [ (5.12)

ifadesi de yazilabilir.

k>0 ise bir 6nceki kismin sonuglart geregi (5.8) denklemi (5.1)

denklemine denktir, eger x <0 ise (5.8) denklemine

t'kp(t)dt  t“f(t)dt _ e
{ 0 _{ 0 k=01,.,~x-1 (5.13)

kosullarin1 eklemek gerekmektedir, bir baska deyisle k<0 durumunda
da (5.1) denklemi (5.8) denklemiyle beraber (5.13)kosullarinin

biitiiniine denktir.

(5.8) denklemi bir Fredholm tiir denklemdir. Boylece (5.1)

denklemi regulerlestirilmistir.
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6. SINGULER INTEGRAL DENKLEMIN COZUMU

Bu boliimde,

a¢(x)+%j¢(t)t‘i—tx+,zj}<(x,t) #(t)dt = g(x) (6.2)
#(x)=f()(L1—x)" (1+x) (6.2)

seklindeki sabit katsayili singiiler integral denklemin ¢ozimi

incelenecektir.
Coziim « nin alacagi farkli 3 degere gore incelenecektir.
1) =1 durumu;

Bu durumda a<0 ve S <0 olacaktir ve (7.1) denklemi asagidaki

kosulla birlikte ele alinacaktir
1
[#ydt=c (6.3)
-1

Bu kosul elde edilebilecek lineer denklem sisteminde denklem

sayisinin bilinmeyen sayisina esit olmasi i¢in gereklidir.

(6.2) denklemini

a 17 dt %
b B¢(x)+;_jl¢(t)t_—x +/1:[K(x,t) #(t)dt = g(x) (6.4)

seklinde yazip (3.8) esitligini dikkate alirsak (6.1) denklemini asagidaki
sekilde elde edebiliriz.

bS(x)+/1_l[ K (x,t)g(t)dt = g (x). (6.5)
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Sol taraftaki integrale Gauss Jacobi integrasyon formiiliinii uygulayip

(3.9) esitligini de dikkate alarak,

bS(x)mzn:;zvvi“f”(ti)K(x,ti):g(x) (6.6)

i=1

ifadesini elde ederiz. Burada t ler P\“”)(t,)=0 i=12,.n denklemini

n

saglamaktadir.
Simdi de x, lar PG (%, )=0 olmak iizere (4.6)esitliginde x yerine

X, yazarsak

bS(x.)+ 4> ZW" F (1) K (x, 1) = 9(%,)

i=1
k=12.n-1 (6.7)
sistemini elde ederiz.

(3.15) ifadesini de dikkate alirsak

ZH:V\/i“f(ti)L fx +/1;zK(xk,ti)}:g(Xk) k=12.n-1 (6.8)

elde ederiz.

(6.3) esitligine n nokta Gauss-JTacobi Kuadratiir formiiliinii uygularsak
SWrf)=c (6.9)
i=1

elde edilecektir. Boylece (6.3) ek kosulunun 6nemi ortaya ¢ikmis oldu.
Aslinda (6.8) ve (6.9) denklemler sistemi, bilinmeyenleri

f(t), f(t,)..f(t)olan ve n tane denklemden olusan lincer denklem

sistemi olup matris seklinde ifadesi asagidaki gibidir.



Singiiler integral Denklemler i¢in Bir Niimerik C6ziim Y&ntemi | 39

(A, +C)f; =g,

bw,"
t — X,

(An)k,i =

, (A, =W k=12.n-1 i=12.n,

(Co)i =AW K(X.t) , (C.),, =0 ,k=12.n-1 i=12.n,

fr=[f). ) )] . g,=[9t) 6t)--a(t,)]

(6.10)

Burada t; ler ve x, lar
P/ (t)=0 i=12.n (6.11)
P (x,)=0 k=12,.,n-1 (6.12)

saglanacak sekilde secilir.
2) x=0durumu;

Bu durumda a=-f olacaktir. (6.6) denkleminde x=x,_ k=1, 2n.

kabul edersek sonugta asagidaki denklem sistemine ulasilacaktir.

ZVVi"f(ti)L bx +/17rK(Xk,ti)}=g(xk) k=12..n (6.13)
i=1 i T
R (t)=0 i=12.n (6.14)
P (%) =0 k=12.n (6.15)

Matris notasyonunu kullanirsak
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(A, +C)f =g,

bw " )
(An)k,i = I ) (An)n,i =W,
t — X,

yk=12.n i=12.n,

C i =AW, "K(x,t) ., (C.)., =0 ,k=L2.n, i=12.n,

fr=[ft) fe).-fe)] . 9, =[0).0(t,)..4(,)]
(6.16)
3) x=-1durumu;

Bu durumda «a >0 ve f>0olacaktir. Negatif indis durumunda —x=1

sayida uyumluluk kosulu saglandigi taktirde (6.1) singiiler integral
denkleminin tek c¢oziimiinin varligindan bahsedilebilir. Dolayisiyla

incelenen durumda asagidaki uyumluluk kosulu saglanmalidir.

i S(x)
— 7 dx=0 )
I1(1— x)* (1+x)" X (©.17)

S(x) ifadesi (3.8) esitligi ile verilmektedir.

Denklem (6.17) nin sol tarafin1 hesaplayalim ve bunun igin (3.11)

ifadesini kullanalim.

h S(X) h T =0
——_dx= d 6.18
J.l 1-x)" (1+ x)ﬂ X '[ X (6.18)

=2 (a)Fl @) Bjjl-P(“ P (x)(1-x) " (1+x) " dx (6.19)

1+
J
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son ifadenin degeri sifirdir. Yine x=—1 durumuna benzer sekilde;

ZH:V\/i”.f(ti).L _x +7['K(Xk'ti):|:g(xk) (6-20)
P (t)=0 i=12..n (6.21)
P (% )=0 k=12.n+1 (6.22)

Bu durumda bir denklem daha eklenmeli, bu da ek yeni bir siralama X,

noktast segmek ile miimkiindiir.
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7. NYSTROM INTERPOLASYON FORMULU

k=1 durumunu ele alalim.

Carleman-Vekua regularizasyon yontemi yardimiyla (6.1)ve

(6.3) denklemleri asagida verilen Fredholm Tip Integral Denklemine

doniistiiriilebilir.

y(x) + ﬂjW(t) L(x,t) y(t)dt = F(x)

L) m ot {aK(x,t)_El K (s,t) ds}
@ +b*)| W) 7 W(s)(s-X)

1 f(x) b f(s)ds ojc
I:(X)_a2+b{aW(s) 7[";W(S)(S—X):|+«/a2+b2

Eger K(s,x)eC'([-11]x[-11]) ve f(s)eC’'[-L1] ise o halde

1 l: a_ bi ds }__Zsinom
b

(a.B)
a2 +b?|W(x) 7 W(s)(s—x)| R ()
ve

M) Tl-a)=—2"

sinar

(7.1)

(7.2)

(7.3)

(7.4)

(7.5)

ozdesliklerini kullanarak (6.2) ve (6.3) esitliklerini daha kompakt sekilde

asagidaki sekilde yazabiliriz.
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L(x,t) =~ 2397 ¢ ( 1y P (x) - = +bb2)7[ [ g\s\t/'(xs’)s)ds (7.6)
_2sinax @p oy b th(xs) [bjc 7
F(x)= R0 e e ® . 7
Burada
—K(S’t)_K(X't) eger s+ Xxise
atxs) =] TN (7.8)
M, eger s=xise
0s
M, eger s#Xxise
h(x,s) = (s=x) (7.9)
f(s) eger s=xise
Pl(""’)(x):%(Za +1+X) (7.10)

(7.8) ve (7.9) esitliklerinden goriildigi tizere g(t,x,s) ve h(x,s)
fonksiyonlar1 birer siirekli fonksiyonlardir. Buradan da L(x,t) ve F(x)
lerin siirekliligi anlasilmaktadir. Dolayisiyla Nystrom teorisi  (7.1)

denklemine uygulanabilirdir.

Simdi de (7.1) deki integrale Gauss-Jacobi Kuadratiir formiiliinii

uygulayalim.
jW (HL(x,t) y(t)dt = iWk L(x.t) y(t)+ p(X) (7.11)

Burada t, lar Pn(“’ﬂ ) (t,) Jacobi polinomlarimin birer sifirlardir ve

k=12...n dir.
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W, lar agirliklar, p(x) ise kalan terimdir. Vxe[-11] i¢in p(x) kalan

teriminin alabilecegi azami deger o olsun.
Dolayisiyla

|p(x)|£o-, |pi|:|p(xi)|£0' (7.12)
olmaktadir.

(7.11) denklemini  kullanarak (7.1) denklemini su sekillerde ifade

edebiliriz.

y(X) + ﬂ:Z_i:Wk L(x,t) y(t,)+ A o(x)=F(x) (7.13)
veya

y() +ﬂ§vvk L) V() = F ()~ 2 (%) (7.14)

L(x,t) ifadesini yaklasik olarak hesaplayabilmek igin (n—1)

nokta Gauss-Jacobi Kuadratiir formiiliinii uygulayacagiz.

L(x,t) =L, (x,t)+ o, (K;x,t) (7.15)
F(X)=F,(X)+p,(f;X) (7.16)
veya
_ b it " _ 2sinar (a.5)
L (x,t) = D ;Wm g(t,x,s,) . KR (x)  (7.17)
b E. _ 2sinax (@5) |b|c 7
F.(x)= b ;Wmh(x,sm) f ()R (x)+ Navy (7.18)
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o, K x,t) = HW g(t,x,s)ds —nz_llwr*g(t,x,sr)} (7.19)

p.(f:%) = G +b2 H h(x,s)ds—r:Z;W,*h(x,sr)} (7.20)

Burada s, ler P,,"“ " (s,)=0, r=12..,n-1 dzellikli apsisler,
W’ ise agirliklar olup —a ve —f ya karsilik gelmektedirler. Bir bagka

r

ifade ile W~ agirhklar o =(1-Xx)*@+x)” yogunluguna ve
{R(“""ﬁ)(x)}:ll Jacobi polinomlar ailesine gore tiiretilen (n—1) nokta

Gauss Jacobi kuadratiir formiilindeki agirliklardir. p, (K;Xx,t) ve

P, (f;x) kalan terimler olup yeterince kiigiiktiirler.

(7.15) ve (7.16) ifadelerini (7.14) esitliginde yerine yazarsak

YOO+ A3 W, [LOt) + o, (K. xt)] V() = F, 00+ o, (F0 = 2p(x)  (7:2D)
k=1

veya

YO0+ £, LCHL)Y) = Fy0+ (1330~ 2000~ 2370, 7y (Kix 1) Y|
(7.22)

Koseli parantez icerisindeki ifade p,(f;X), p(x) ve p,(K;xt,)
seklindeki kalan terimleri igermekte olup sonugta bu ifadenin de bir

sonsuz kiiciik oldugu agiktir.
r(x)==2p(x) =22 W, o, (Kix,t) y(t.) - p, (%) (7.23)
k=1

kabul edelim. Genelligi bozmadan o 6nceden verilen yeteri kadar kiigiik

secilmis say1 olmak iizere
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r(x)|<o [r]=|r(x)|<c i=12.n (7.24)

kullanarak

(7.23) esitligini kullanarak (7.22) ifadesini
y) + 22 W, L(x,t) y(t) = F, (x) +r(x) (7.25)
k=1

seklinde ifade edebiliriz.

(7.25) esitliginde kullanilan r(x) sonsuz kii¢iigiinii ihmal edersek

z(x) +/‘LZH:Wk L, (x,t)z(t)=F (x) (7.26)

elde ederiz.

x=t, i=L2..n Kkabul edersek (7.26) ifadesi asagidaki sekle

doniisecektir.
Z(ti)+/12Wk L, (ti'tk)z(tk) =F, (ti) (7.27)
k=1

Denklem sistemini matris bigiminde yazalim.

(1+4Q,)z,=F, (7.28)
(Q, )i’k =W, L, (t,t) i,k=12...n [29] (7.29)
Burada

2, =[2,(t), 2, (t,)-2,(t)] + F, =[F. (&), F, ()., F, (t,)] dir. Srivastav,
[30] calismasinda (6.16) denkleminde verilen A matrisinin tersini

hesaplamis ve
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*

Al=(b,)= Zb - ad , j=12,..,n-1
a’+b” t —s;

b =1, i=12,..,n

(7.30)

oldugunu gostermistir.

Boylece k=1 durumunda (6.8) ve (6.9) sistemi ile (7.29)sistemi
birbirine denkligi anlagilmakta olup

Q. =A'C,; F=A'f (7.3
oldugu ortaya ¢ikmaktadir. Dolayistyla z, =y olmaktadir.

(7.28) esitligini ¢ozerek Y(X,), Y(X,)...y(X,) degerlerine karsilik gelen
2(x)), z(X,)...z(x,) yaklasik degerler bulunabilir. Bu degerler interpole
edilerek y(x) bilinmeyeninin x=#x,, i=12..,napsisine karsilik gelen

yaklasik degeri de bulunabilir. Inceledigimiz halde interpolasyon
polinomu tiiretmek yerine (7.25) i kullanarak

2(x) = F, (0~ 22 W, L, (x.t,) 2(t,) (7.32)

fonksiyonunu elde eder ve y(x) e karsilik gelen interpolasyon polinomu

olarak diisiinebiliriz.

(7.0) deki integral yerine Gauss-Jacobi Kuadratiir formiilii
yardimiyla yazilan sonlu toplam durumunda ortaya c¢ikacak hata
miktarlar1 ne kadar kii¢iik elde edilebilir ise, bu durumda |y(X)— z(x)|

fark: da bir o kadar kiiclik olacaktir. Bu durumun n sayisini yeteri kadar
bliyiik segmekle gerceklesebilecegi agikardir.

|y(t;) - z(t,)| ifadesinin yeteri kadar kiigiik edinilebilir oldugunu
gosterelim. Y(t;) lerin saglamasi gereken lineer denklem sistemi (7.25) te

x=t, 1=12..,n kabul edilerek
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y(ti) + /IZWK L(ti ’tk) y(tk) = Fn (ti) + F(ti) = Fn (ti) +h (7-33)
k=1
seklinde tiiretilebilmektedir.

(7.27) ve (7.33) denklemler sisteminin katsayilar matrisi ayni olup

1+ AW, L, (t.t) AW, L (t.t,) - AW L (t,t)
A’Wl Ln (t2't1) 1+1W2 I‘n (tZ’tZ) ﬂ’Wn Ln (t2’tn)
N : : (7.34)
AW, L, (t,.t) AW, L, (t,,t,) -1+ AW, L, (t,.t,)
seklindedir.

Bu matrisin determinantt A(4)olsun. A(1) =0 kabul edelim. A
sayis1 (7.27), (7.33) ve (7.1) in bir regiiler say1s1 oldugunu varsayalim. A,
matrisinde (an)ij teriminin kofaktorii A, olsun. O halde (7.27) ve (7.33)

denklemler sisteminin ¢oziimleri sirastyla asagidaki sekildedir.

AR

Z(ti):T’ |=1,2...,n ( /
Zri:Ai,k [Fn t) +P(ti)] _

y(t)= NG , i=12..,n (7.36)

(7.35) ve (7.36) Crammer kurali veya determinantlar yontemi yardimiyla
bulundu.

(7.35) ve (7.36)denklemlerinden
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A
<|p, |—A ) (7.37)

A
|y(ti)_z(ti)|:|pi| A(ﬂ) ‘

ik

2|

k=1

[A)

elde edilecektir. nin Ust sinir1 B olsun.

Bu durumda asagidaki esitsizlik yazilabilir.

MY (7.38)

(7.24) denklemini dikkate alarak (7.37) denkleminden
ly(t)-z(t)|=0B (7.39)

elde edebiliriz. o yeteri kadar kii¢iik pozitif say1 olarak se¢ildigi igin sol
taraftaki farkin mutlak degeri de yeteri kadar kii¢iik olabilecektir.

(7.39) esitligindeki B sayis1 (7.38) tamimu geregi A, ve A(A)
ifadelerine baglidir ve sonlu pozitif sayidir. Regiiler A sayisi i¢in bu
sayilar (7.34)ten gorildigi gibi W, ve L, (t,,t,) ifadelerine baghdir.

W. ler Gauss-Jacobi Kuadratiir formiilindeki agirliklar olup

I
tamamen N sayisi ve uygun Jacobi polinomlart yardimiyla
belirlenmektedir. Bir baska deyisle (7.1) integral denklemindeki bilinen

ve bilinmeyen fonksiyonlardan bagimsizdirlar.

L, (t,t) lar ise (7.17)den gorildagi gibi K(x,t) ¢ekirdegine,
(n—1) sayisina ve uygun Jacobi polinomlarma bagldir. Yani kolayca

hesaplanabilir olup birer sabittirler. Dolayisiyla B sayist sonlu bir say1
olarak bulunabilirdir.

(7.39) esitligindeki o sayisi ise yukarida tanimlandig1 gibi azami

hata miktar1 olup yeteri kadar kiigiik se¢ilebilir. Bagka bir deyisle (7.39)
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esitliginin sag tarafi bir sonsuz kiigiik olup Yy(t;) kesin degeri yerine
z(t,) yaklasik degerinin kullanilabilir oldugu asikardir.

Simdi geriye VX e [—1,1] \ U{tk}ifadesi icin |y(x) - Z(X)| farkini

k=1
degerlendirmek, bir baska deyisle bu farkin sonsuz kiiciik olabilecegini
gosteren bir esitsizlik elde etmek kaldi.

(7.25) esitliginden
Y(x) = F, (0 - A3 W, L(x.t.) y(t,) + r(x) (7.40)

k=1

(7.40) ve (7.32)ifadelerinden

Y00~ 200] <X L Iy () -2 + 0] (74D

yazilabilir. (7.24) ve (7.37) esitliklerinden

ly(x) - 2(x)| < |ﬂ|§wk L (xt)|oB +o (7.42)
veya

1y - 20| < c{w ngkgun ) +1} (7.43)
yazilabilir.

(7.17) tammmindan ve herm i¢in g(t,X,S,) nin tanimindan
gorildigi  gibi L, (x,t) fonksiyonu [-11]x[-11] de siireklidir,
dolayisiyla en biiyiik degere sahiptir. Bir baska ifadeyle

max|L, (x,t)| =M° -1<x,t<1 (7.44)

sartin1 saglayan M 0 sayis1 mevcuttur.
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O halde (7.43) ifadesinden

|y(x)—z(x)|£o{1+|/1|BM°Zn:Wk} (7.45)
k=1
yazilabilir. Ote yandan Zn:Wk =W =24+ e +I(A+1) sartini
= [(a+p+1)
saglayan bir W sayis1 bulunabilirdir. Dolayisiyla
y(x) - 2(x)| < o[1+|ABM°W | (7.46)

elde edilmis oldu.
Unutmayalim ki (7.46) esitsizligi her x [—1, 1] i¢in dogrudur.

Bu esitsizligin tek eksik kalan kismi Gauss Jacobi Kuadratiir
formiilii i¢in yeteri kadar kiigiik o sayisinin (7.11) den goriildigi gibi
y(t) nin tiirevlerini igermesidir. Ciinkii bu denklemdeki p(x) fonksiyonu

Gauss Jacobi Kuadratiir formiilii i¢in

C(n+a+)I'(n+B+1) 22t fiin]
o= r@n+a+p+)[f@n+a+p+1  (2n)! (74D
olmak iizere
p(x) =k, T (7.48)
seklindedir ve bizim durumda T = L(x,t) y(t) dir
H® N® LY ve LY ile sirastyla |y(s) (x)| : |F(S) (x)| : ‘;—; L(x,t)|ve
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S

dt*

L(x,t) y(t)‘ = ‘ y(t)% L(x,t) +C! y'(t)|lerin iist sinirlarini
isaretleyelim.
TCise H® H®. . H® jle ifade edilebilir.

Leibniz kuralin1 kullanarak agagidaki esitlikler yazilabilir.

4 lyn L v © 7.49
e L(x,t) y(t)| =|y(t) e L(x,t)+C.y'(t) e L(X,t) +...+ YO @O)L(x )| (7.49)
dS AN d571 (s)
<|y()| prelatily +CL|y'(t)| el .4y Q)| LD

<SHOLO LCIHOLED 1 L HOLO

olacaktir.
y(x) = F(x)—le(t) L(x,t) y(t)dt (7.50)

integral denklemini ele alalim. (7.50) denklemini s defa tiirevlersek

S

Y () =F(x) —Afwa)[ d

- L(x,t)} y(t)dt (7.52)
dx

elde ederiz. Buradan

1 ds
(s) (s)
¢ (x)‘£|/1|[nﬁ%|y(s)|_jlds max‘g L(x,t)|+max|FO(x)|  (7.52)

<2|AHOLY +N©@
seklinde yazilabilir.

Sonuncu esitsizlik her x igin saglanmaktadir. Ozel durumda N© jicin

saglanmalidir. Dolayisiyla
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H® < 2|2,| HOL® £ N© (s=0,12..) (7.53)
elde edilecektir.
Simdi T" igin (7.49)ve (7.53) den asagidaki ifadeleri yazilabilir.

TO=HOLY +CHOLSY + .+ HOLD <

HOM® +C/ LS [2[AHOLY +N© |

+CILSP[2[AHOL? +N@ ] (7:59)

+ A LO[2HOLY + N =P, +QH®
Tanimindan da bilindigi gibi P,ve Q, bilinen sabit sayilardir. Azami hata
miktar1 olan & sayisi i¢in
o<k, T® <(P, +Q,,H?) (7.55)
dogrudur.

Burada k,, (7.47) ile tanimlanmistir. (7.55) kullanilarak (7.45)

esitsizligi
|y (%) = 2(X)| < Ky (Pyy +Q,, H <°>){1+|,1| BM®© ZWk} (7.56)
k=1

seklinde yazabilir.

max|z(x)| =S (7.57)

olsun.

(7.35) ve (7.38) den ve N© ifadesinin tamimindan
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n

Ai,k
|z(t)| < Z(ﬂ)

|F(t)|<BN© (7.58)

yazilabilir. (7.26) dan

1200)| < |F, () - A3 W, L, (x.,)2(t,)

<|F, ()| +|,1|anwk L, (%, t)]|zt) < NOQ+ MO AW NOB  (7.59)
k=1

elde edilecektir. (7.56)dan

Y| <209+ Ky [ 1+]2|BMOW | (R,, + Q, H®)
(7.60)
<S +kyy [1+[2 BMOW](P,, +Q,,H®)

Sol taraf VXxigin saglaniyor ve max|y(x)|: H© oldugu icin de
saglanacagindan dolay1 yukaridaki esitsizlikten

S +[1+]2[BMW |, k,,
1-k,, [1+[4[BMOW ]Q,,

HO|< (7.61)

elde edilecektir. Bu esitsizlik sag tarafin paydasi pozitif ise dogru
olacaktir. Bunun i¢in K, in yeteri kadar kiigiik olmasi nedeniyle sadece

B,M® Q, ,|ﬂ|say11ar1n1 cok biiyliik segmemek gerekiyor. Eger (7.53)
ifadesinin sag tarafindaki kesrin paydasi pozitif ise, Yy(X) ¢6ziimi sinirl
olacaktir. Bir bagka deyisle (7.56) esitsizliginin sag tarafi sonsuz
kiigiiktiir. Bdylece |y(x)—Z(X)| icin bir degerlendirme bulunmus

olacaktir. Alarin secilmis degerinin dzdeger olmayip regiiler bir sayi
olacagi agiktir. Dolayisiyla yukaridaki A ile ilgili varsayim kaldirilabilir.



Singiiler integral Denklemler i¢in Bir Niimerik C6ziim Y&ntemi | 55

8. SAYISAL ORNEKLER

Bu boliimde Gauss-Jacobi kuadratiir formiillerini kullanarak, ornek
olarak segilen singiiler integral denklemlerin niimerik ¢6ziimlerini
verecegiz.

Ornek 1:

1

aw(9a() , 1 wOgl)

- COS X 8.1
sin(0.34x) #Y t-x
seklinde verilen integral denklemini
1 1
= [ w(t) g(t)dt =1 (8.2)
T4

ek kosulu altinda ¢ozelim. [11]

Hesaplamalarda o =-0.34 ve S =-0.66 kabul edecegiz.

Yazmis oldugumuz 6zel program yardimiyla niimerik ¢dziimleri
bulmaya calistik.

(8.1) denklem sisteminin ¢oziimiinde n=5, n=7ve N=9 durumlarn

icin elde edilen sonugclar sirastyla Tablo 1, Tablo 2, Tablo 3’te verilmistir.

Tablo1: n=5 i¢in elde edilen degerler tabloda verilmistir.

t degeri Niimerik Coziim
—0.968584720472833 0.400693018455194
—0.631146267215495 0.558075320194649
—0.053441213590367 1.119298221637931

0.543521766965528 1.645526725151323

0.931872656535391 1.715670192729460
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Tablo 2: n=7 igin elde edilen degerler tabloda verilmistir.

t degeri Niimerik Co6ziim
—0.983924674961088 0.398146406402238
—0.805516017810955 0.453775473105946
—0.467687469604951 0.692069272077313
—0.037530597769521 1.136463280429681

0.399744797473108 1.552961916120183
0.757537317933168 1.720276553158599
0.965068952432547 1.707548099327457

Tablo 3: n=9 i¢in elde edilen degerler tabloda verilmistir.

t degeri Niimerik Co6ziim
—0.990263666409846 0.397221966168949
—0.880753557812293 0.423521007654742
—0.665011180630674 0.534382445625848
—0.369166517757608 0.785675300486674
—0.028910891124159 1.145744119858397
0.314714531191171 1.485121140567128
0.620264163254136 1.681717870719839
0.850889445038048 1.725623847113084

0.978825909545343 1.703482968651704
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Bulunan g(t,), g(t,),..., 9(t,) degerlerinin (8.2) esitligini saglandigi-
m gostermek igin N =5,7,9 durumlarinda (8.2) nin sol tarafinin

yaklasik degeri hesaplandi ve asagidaki tablo tiiretildi.

Tablo 4:
n degeri Ek kosul integrali
5 0.999999999999999
7 0.999999999999999
9 0.999999999999999

Goriildiugii gibi (8.2) kosulu yiiksek hassasiyetiyle saglanmaktadir.
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Ornek 2:

w(x)g(x) +

denkleminin

Jl'w(t)g (t)dt = j - t)’% 1+ t)% costdt

ek kosuluna uygun ¢Oziimiinii niimerik olarak ¢6zelim.

[31]

ffw(x)g(x)dx II

2 cost —cos X

Set) 34dt

8.3)

(8.4)

. 1 2
Biz o= ~3 ve = 3 secerek hesaplamamizi yapacagiz.

Yazmis oldugumuz 6zel program yardimiyla niimerik ¢oziimleri

bulmaya caligtik.
n=5, n=7,

Tablo 5, Tablo 6, Tablo 7 de verilmistir.

N=9 durumlan i¢in elde edilen sonuglar sirasiyla

Tablo 5: n=5 igin elde edilen degerler tabloda verilmistir.

t Tam ¢oziim Niimerik ¢6ziim
-0.969278256497378  0.565894739776549 0.565890433181691
-0.632933925666885 0.806295526149614 0.806308462550549
-0.055668490110968 0.998450909716463 0.998428785742970

0.541657370306403  0.856855390018344 0.856844503108083
0.931038116783642  0.597001485183270 0.597043488637499

(8.
denkleminin (8.4) kosuluna uyan smirh kesin ¢oziimii g(X) =C0SX dir.
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Tablo 6: n=7 igin elde edilen degerler tabloda verilmistir.

t degeri Tam ¢oziim Niimerik ¢6ziim
-0.984280342525139 0.553462641719341  0.553462654878668
-0.806489826646684 0.692036553510464  0.692036498465481
-0.469088870426164 0.891980556155583  0.891980667326582
-0.039094564188155 0.999235904852200  0.999235830088006

0.398314884871099 0.921715900704339  0.921715942239787
0.756511672000936 0.727234779778747  0.727234920131932
0.964639867426927 0.569712885972195 0.569712601537886
Tablo7

Nn=29 i¢in elde edilen degerler tabloda verilmistir.

t degeri Tam ¢oziim Niimerik ¢6ziim
-0.990479278207356  0.548289108545486  0.548289108517175
-0.881358467404983 0.636103532965875 0.636103533108860
-0.665930735974612 0.786342125237091  0.786342124933693
-0.370294245356699 0.932220901585198  0.932220901871740
-0.030115597771803 0.999546559657591  0.999546559391882

0.313573258285384 0.951237439130914  0.951237439213072
0.619319101543068 0.814273893909936  0.814273893949226
0.850249859864405 0.659795410465418  0.659795409880717
0.978565516787304 0.558213307789528  0.558213308787771
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9. SONUC

Bu c¢aligmada Cauchy singiiler integral denklemlerin bir niimerik
¢Ozlimil incelenmigtir. Nystrom yonteminin uygulamasini inceleyebilmek
icin once Jacobi polinomlari ve ozellikleri; daha sonra Gauss-Jacobi
kuadratiir formiiliinden bahsedilmistir. Singiiler integral denklemin indisi
tanimlanarak, hesaplanmasi i¢in formiiller verilmistir. Daha sonra indise
bagli olarak karakteristik denklemin ¢oziilebilirlik durumlar1 agiklanmus,
singiiler integral denklemin Carleman-Vekua yontemiyle Fredholm

denklemine doniistiiriilmesi gosterilmistir.

Nihayet sabit katsayil1 singiiler integral denklemin iki farkli yoldan
niimerik ¢oziimi ele alinmig, bu ¢éziimii 6zel olarak secilmis siralama
noktalarindaki degerleri cinsinden yine denklemin indisine bagl ii¢ cesit

lineer denklem sistemi elde edilmistir.

Nystrom yonteminin yakinsaklik durumunu incelemek amaciyla
¢Oziim i¢in bir interpolasyon polinomu tiiretilmis, daha sonra da bu
polinomun kesin ¢oziime yakinsakligini gosterebilmek amaciyla hata
terimi icin {ist smr elde edilmistir. iki farkli singiiler integral denklem

ornegi secilerek sayisal ¢oziimlerin performanslari test edilmistir.
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